Cours de cosmologie: Deuxieme
année

1- Espace temps et géométrie
Variétés, Tenseurs

Le modéle standard de la cosmologie est un modéle qui s‘appuie sur la relativité générale et comme la
relativité générale est une théorie géométrique (non euclidienne) de la gravitation, pour
comprendre celle ci il est utile d introduire quelques concepts sur la géométrie et les outils utilisés,
La variété va décrire géométriquement l'espace temps et les tenseurs vont étre utilisés dans les
équations décrivant les lois physiques pour rendre leur forme indépendante du référentiel dans

lequel elles sont décrites (covariance)

Jacques Fric , SAF, Avril 2010



Notion de Variete

En mathématiques, le terme variété a trois declinaisons :

En géometrie et topologie différentielles, une variéte (manifold en
anglais) est un objet gé¢ometrique obtenu par recollement d'ouverts
d'espaces vectoriels.

En géometrie analytique, une variéte algebrique est le lieu
d'annulation d'un, ou d'une famille de polyndomes.

En algebre, une varieté est une classe particuliere de structures
algébriques.

Ces définitions ont des relations entre elles, mais nous nous intéressons
plus particulicrement a la premiere définition.

Le formalisme utilisé est pour I'essentiel « ensembliste ».



Notion de Variete

Apres sa publication de la théorie de la RR , Einstein s'est essay¢, sans
succes a mettre au point une théorie de la gravitation invariante sous
une transformation de Lorentz.

La vraie rupture a consisté a remplacer 1'espace de Minkowski par un
espace courbe, dont la courbure est géncrée par 1'énergie et la matiere
et réagit avec elle.

Pour explorer cette voie plus avant, nous devons acquérir les
connaissances mathématiques relatives a ces espaces courbes.

Nous allons d'abord nous intéresser aux Variéteés en général, en définir
les fondements formels essentiels ce qui nous permettra de fonder les
propriétés mathématiques des espaces courbes.

Notons que ces concepts relevant de la théorie des ensembles, aspect
souvent ¢ludé, son expose rigoureux est assez lourd. Nous avons donc
fait un choix compromis entre rigueur et compacite.

Pour la généralité nous nous réfererons a des espaces a "N'" dimensions
encore que pour notre application N = 4.



= Définition intuitive de la notion de variéeté

Une Variete (ou quelquefois Variete différentiable) est un des concepts les
plus fondamentaux en mathématiques et en physique.

Nous connaissons les propriétés de I'espace Euclidien a #» dimensions, R”,
qui est 'ensemble des n-tuples (x,..., x").

La notion de Varieté reflete 1'idée que 1'espace peut €tre courbe et avoir
une Topologie compliquée, mais qu'il peut €tre assimilé localement a R”.

Assimile ne signifie pas que la métrique est la méme, mais que les notions
de base de l'analyse comme ensembles ouverts, fonctions et coordonnées
sont les mémes.

La Variéte complete est alors reconstituée en raccordant sans discontinuite
toutes ces régions locales.

Ainsi on peut la définir comme représentant un espace fibré ou la base est
I'espace temps courbe et la fibre 1'espace tangent minkowskien (associ¢ au
groupe de Poincar¢). La connexion deécrite par 64 scalaires (32
indépendants au maximum) indique comment les fibres sont assemblees.



= Exemples de Variéteés

R" lu1 méme incluant la ligne & , le plan R? etc..... Il est évident que R" ressemble
localement a lui méme en tout point et pour cause!

L'hypersphere de dimension n, S°, définie comme le lieu des points a distance
constante d'un point (centre ) dans un espace a R""' dimensions. Le cercle et S° la
surface de la sphere sont parmi les exemples favoris de Varietés.

L'Hyper-Tore 7" de dimension n qui est obtenu a partlr d'un hypercube de dimension
n en joignant les faces opposees. )

Le tore traditionnel (chambre a air) est I <
k)f/

obtenu a partir d'un carré en collant les

[

Ay r 4 {
cotes opposcs. \_ ) identfy opposite sides

Une surface de Riemann de genre g est un Tore-2D avec g trous au lieu d'un. §? est
une surface de Riemann de genre zéro.

Toute Variét¢ compacte, orientable (qui possede des "(hyper)faces" disjointes) et
sans bords de dimension deux est une surface de Riemann d'un genre dépendant de
sa topologie (nombre maximum de coupures indépendantes qu'on peut opérer tout en
respectant la connexité : un seul morceau).



= Exemples de Variéteés

S & E

genus genus | genus 2

 De fagon plus abstraite, un ensemble comme les rotations
dans R" forment une vari¢te. Les groupes de Lie sont des
vari¢tés munies en plus d'une structure de groupe. Le produit
de deux varietés est une variéte. Etant donné 2 varietes M et
M' de dimension n et n' nous pouvons construire une variéte
M x M' de dimension n + n' constituée des paires ordonnees
(p, p') pour p appartenant a M et p' appartenant a M '



=Exemples de Variétés exotiques non orientables
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= Qu'est ce qui n'est pas une variété?
Defini ainsi, la notion de Varieté semble ratisser large.
Y a t'il des choses qui ne soient pas des Variétes ?

Tout plein! Tout ce qui ne ressemble pas localement a R", par exemple la
ligne unidimensionnelle coupant un plan et deux cones réunis par leur
sommets ( Un seul cOne est une variéte si on exclut le sommet).

En effet, dans tous ces cas 1l y a un point qui ne ressemble pas localement
a un espace euclidien de dimension donn¢e.

/




= Applications sur les variétés

La notion la plus ¢lémentaire est celle d'application entre deux ensembles (de
I'un vers l'autre appelé aussi une carte par analogie au fait qu'une carte est une
application de ce type entre un objet "le territoire” et sa "représentation " sur
une feuille de papier). La connaissance de la notion d'ensemble est
supposeée. Soit deux variétes M et N, une application ®:M — N est une
relation qui fait correspondre a chaque ¢lement de M, exactement un ¢lément
de N. Une application est une géncralisation du concept de fonction. La

figure canonique d'une application ressemble a ce qui suit :
Y| —_—

NN
Composition d'applications: \ / \_ J k / T\]/

Etant donné deux applications @ : 4— BetY¥Y : B — C, nous definissons la
composition W, ® : 4 — C par l'opération (VY. D)(a) = Y. (DP(a)). S1 a
appartient a A, ®(a) appartient a B, alors (Y. D )(a) appartient a C. L'ordre des
applications s'explique par le fait que la plus a droite agit en premier.




Applications injectives subjectives, bijectives,

Une application @ est appelee injective si chaque ¢lément de N est au plus
'application d'un seul ¢lément de M , et surjective si chaque ¢lément de N est au
moins l'application d'un ¢leément de M. Soit les fonctions suivantes® de R— R

@ (x) = €' est injective mais pas surjective, / /

d(x) = x° - x est surjective . mais pas injective e, ik
9 9

D (x) = x° est les deux alors que ) \ /
R C .. : .. X x

@ (x) = x? n'est ni Injective, ni surjective.

Domaine d'une application: L'ensemble M est appelé¢ le domaine de 1'application

@ et I'ensemble des points de N résultant de 1' application sur M est appele 1' image
de O.

Image ., pré image d'une application: Pour un sous ensemble U de N, I'ensemble
des éléments de M cartographiés par U est appelé la pré-image de U par @, ou @'

(0).

Applications bijectives: Une application a la fois injective et surjective est appelée
bijective ou biunivoque. Dans ce cas nous pouvons définir 'application inverse @'

N — M par (D',®)(a) = a. Notons que le méme symbole @’ est utilisé pour la pré-
image et I'application inverse, méme si la premiere est toujours definie alors que la
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= Continuité d'une application

La notion de continuité d'une application entre espaces topologiques ( donc
de variétes) est en fait assez subtile. Nous n'en donnerons pas la formulation
rigoureuse.

Cependant les notions intuitives de continuite et par 1la de différentiation
d'applications f de R" —R" entre espaces Euclidiens est tres utile. Une carte
de R"— R’ prend un m-tuple (x', x2 .., x™) et lui fait correspondre un - -tuple

(y', ¥2, ., ¥), et peut a ce titre étre con31dere comme une liste de n fonctions f*
de m variables:

Nous allons appeler ces fonctions (¥ si elles sont continues et p-fois
différentiables et appeler (7 la carte enticre 1ssue de 1'application f - R"— R,
s1 chacune des fonctions qui la composent est au moins de type C*. Ainsi une
carte C” est continue mais pas nécessairement différentiable alors qu'une carte
C” est continue et différentiable a I'infini. Les cartes C” sont quelquefois
appelées lisses.



= Difféomorphisme
Nous dirons de deux ensembles qu'ils sont difféomorphes s'il existe une carte

f* M — N de type C* possédant une carte inverse f': N — M de type C”
c¢galement. L'application f est alors appeléee un difféomorphisme. La notion de
difféomorphisme entre deux espaces ne s'applique qu'aux Variétes, ou la
notion de différentiation résulte de leur ressemblance avec l'espace Euclidien
R" du moins localement.

L’invariance par difféomorphisme correspond a I’implémentation technique d’une idée physique due a Einstein.
Cette 1dée introduit une modification profonde des notions pre-relativistes de temps et d’espace. En physique non
relativiste, on stipule que les objets physiques peuvent étre localisés dans 1’espace et le temps, celui-ci étant defini
comme une trame de fond par une structure non dynamique. Opérationnellement, cette trame d’espace temps peut
etre definie par des systemes d’objets physiques de référence, objets considérés physiquement dynamiquement
découplés du systeme physique étudi€. Ce concept n’est plus valide, lorsqu’on s’intéresse a la gravitation dans le
cadre relativiste. En physique de la relativité générale, les objets physiques ne sont localisés dans 1’espace et le temps
que les uns par rapport aux autres. En conséquence, si nous déplagons tous les objets dynamiques, ensembles, dans
I’espace temps, nous ne geénérons pas un nouvel état différent, mais une description mathématique équivalente du
méme état physique. C’est cela, I’invariance par difféomorphisme.

Reégle de chainage: L'enchainement d'applications f: R —R" et g : Ri— R/
améne a définir la loi de composition (g.f): RM— R!



Ensemble ouvert

Nous devons d'abord définir un ensemble ouvert, que nous allons munir d'un
systeme de coordonnées et apres nous allons devoir raccorder ces ensembles
ouverts d'une certaine facon. Commencons par une n-sphere ouverte qui est
I'ensemble des points x de R» tels que | x - y| < r pour une valeur fixe de y de
Rretrde®,ou|x-y =[S (xj-y1)?*]"2. L'inégalite est stricte, la n-sphere
ouverte est I'intérieur de la n-sphere de rayon 7 centrée a y.

Un ensemble ouvert de R” est un ensemble constitu¢ de 1'union d'un nombre
arbitraire ( jusqu'a l'infin1) de n-spheres ouvertes. En d'autres termes, /" de R”
est ouvert s1 quel que soit y de/, il y a une n-sphere ouverte centrée a y qui
est completement incluse dans V.

En gros, un ensemble ouvert est l'intérieur d'une surface fermee de dimension
(n - 1) ou I'union de plusieurs intérieurs de ce type. En définissant la notion
d'ensemble ouvert nous avons muni R" d'une topologie , dans ce cas d'une
topologie a métrique standard.



Systéme de coordonnées

Un systéme de coordonnées consiste en un sous ensemble U d'un ensemble
M, associ¢ a une carte injective @ :U — R’ telle que 1''mage de @(U) est
ouverte dans & .

Chaque carte est surjective vis a vis de son image, ainsi la carte @ :U — &
(U) estinversible .

Nous pouvons alors dire que U est un ensemble ouvert dans M. (Nous avons
alors muni M d'une topologie , bien que nous ne développerons pas ce
point )




Atlas

Un atlas de type C ~ est une liste indexces de systemes de coordonnées:
{(U, f)} qui remplit deux conditions:

1- L"union de U. est égale a M : la couverture des U. est M.

2- Les systemes de coordonnees sont assemblés sans raccords.

Plus précisément si deux systemes de coordonnées se recouvrent les
recouvrements doivent €tre gerés comme nous le montrerons sur un exemple
et toutes ces cartes doivent €tre partout ou elles sont définies de type C * .
Ceci est plus clair sur la figure suivante :

r - ) -

' cpﬁguﬁ} . ’;J Qﬁ” tpu - these maps are or.
2 - defined on the shs
=— regions, and must
smooth there.
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= Définition d'une Variéteée
Enfin, une Variété de dimension n de type C*( Variété n en abrégé) est simplement
un ensemble M muni d'un atlas maximum, qui contient tous les systemes de

coordonnées compatibles possibles. Nous pouvons remplacer C* par (* dans nos
definitions précédentes.

Pour notre propos, le niveau de différentiation d'une Variété n'est pas critique, nous
supposerons qu'il est aussi différentiable que nécessaire a notre application. La
contrainte d'atlas maximum permet d'éviter que deux espaces €quivalents qui
seralent munis d'atlas différents ne soient comptés comme deux varictés
différentes. Cette définition formalise la notion d'ensemble assimilable localement
a R". Nous aurons rarement a faire appel a l'intégralit¢ de la definition, mais
rigueur oblige.

Un point intéressant dans notre deéfinition est qu'elle ne fait pas appel a
I''mbrication de la Varieté dans des espaces Euclidiens de dimension supérieures.
En fait toute Variété de dimension n peut étre imbriquée dans R* (Théoréme
d'imbrication de Whitney) et nous utiliserons quelquefois cette propriété ( comme
pour la définition de la sphere précédemment).

Mais 1l est important de noter que la Variété¢ existe indépendamment de toute
imbrication. Nous n'avons aucune raison de penser que l'espace-temps a quatre
dimensions est imbriqué dans un espace plus grand.



Carte: Exemple de la Variéetée Surface de la Terre




Atlas, Cartes, exemple de la Terre

On se déplace sur la sphere terrestre en utilisant des cartes géographiques
planes, rassemblées en un atlas. Au bord d'une carte figure l'information
nécessaire pour y « recoller mentalement » la carte suivante. Pour operer ce
recollement, une certaine redondance dans I'information est nécessaire : ainsi
la carte de I'Europe et celle de 1'Asie peuvent toutes deux contenir Moscou.

De maniere similaire, 1l est possible de decrire une variété en utilisant une
collection de cartes, réunies en un atlas mathématique, indiquant comment
passer d'une carte a l'autre. Le globe terrestre fournit un exemple typique de
variete, puisqu'll peut €tre représent¢ par une collection de cartes
geographiques.

Une carte est une portion de la varieté analogue a une portion d' espace
vectoriel; les changements de cartes indiquent comment ces portions de
varietés se raccordent entre elles. Ainsi, pour décrire un cercle 1l est possible
de prendre comme cartes deux arcs qui se chevauchent ; le changement de
cartes constitue une information sur le recollement au niveau de la zone de
chevauchement.



Atlas, Cartes, exemple de la Terre

Il n'est genéralement pas possible de décrire une variété a 1'aide d'une seule
carte, parce que la structure globale de la variete est différente de la structure
simple de I'espace modele.

Par exemple, aucune carte « plate » ne peut décrire convenablement la Terre
entiere.

Les varietés apparaissent comme des espaces topologiques et leurs topologies
sont uniquement déterminées par la donnée de leurs atlas respectifs

Suivant la nature des applications de changement de cartes, la variété possede
une structure plus ou moins forte: variété topologique, varicte differentielle,
varieté symplectique, variété localement plate par exemple.

Pour une varieté topologique, la donnée d'un atlas équivaut simplement a la
donnée d'une topologie dont les ouverts suffisamment petits s'identifient a
I'espace plat. Pour les structures plus fines citées, 1'introduction de cartes est
indispensable pour les definir.



I Réalisation d'une carte

Un exemple significatif est représenté par la sphere S?, ou on montre qu' un
systeme de coordonnées unique ne pourra pas couvrir la Variéte entiere. Une
projection de Mercantor 1gnore les pdles nord et sud ( ainsi que la ligne de

changement de date qui implique le méme probleme que celui soulevé pour
S' (le cercle)).

Considérons S* comme 1'ensemble des points de R’ défini par x) + (x2) +
(x°)" = 1.

Nous pouvons construire un systeme de coordonnées d'un ensemble ouvert

U,, défini comme la sphere sauf le pdle Nord , via une projection
/4 |4 ® 'aj

"stéer¢ographique": X




Réalisation d'une carte

Tragons une ligne droite du pole Nord vers le plan défini par x° = - 1, qui
coupe S? comme indiqueé sur la figure et le plan aux coordonnées cartésiennes
(y', y?). La carte correspondante est donnée explicitement par :

Di(x', x2 x°) = (), V) = {2x' (1), 2x°/(1-X7))

Un autre systeme de coordonnées (U, @,) est obtenu de facon symétrique en
projetant depuis le pOle sud la sphére sur le plan défini x> = + I. Les
coordonneées résultantes couvrent la sphere moins le pole sud et sont données

par : D:(x!, x2 x°) = (', 22) = { 2X//(1+X°), 2x°/(1+x))

Ensemble ces deux systemes de coordonnées couvrent la Varieté complete,

en se recouvrant sur la région -/ < x3 < + 1. Ce que vous pouvez également
verifier est que la composition @,. P, est donnee par:

2= M6)+ )]
Et est du type C” dans la région de recouvrement. Dans cette région cette
formule apparait comme un changement de coordonnées.



Regle de Chainage des dérivées partielles

Le fait que les varietés se comportent localement comme R, ce qui se manifeste
par la construction des systémes de coordonnées, introduit la possibilité d'analyse
sur les Varietés , par des opérations telles que la différentiation et 1'intégration.

Consideérons deux Varietés M et N de dimensions m et n, avec des systemes de

coordonnées @ sur M et ¥ sur N. Imaginons que nous avons une fonction f : M—
N.

Considérons M et N comme des ensembles, nous ne pouvons pas differencier
l'application f, car nous ne savons pas ce que cette ope€ration signifie.

Mais les systemes de coordonnées vont nous permettre de construire I'application
(V.f.®d"): R" — R" (ou 'application est définie bien sir et ou c'est approprié!.).
C'est juste une application entre espaces euclidiens et tous les concepts du calcul
différentiel s'appliquent.

Par exemple f, considéré comme une fonction a n arguments sur M, peut étre
différenciée pour obtenir 0f /0x”, ou x* représente R”. Remarquons que cette
notation est abrégée et s1 on developpe on a :
daf a 1y
— = —f(wo foa )iz
_l._:j:?:u -I'_:-il e <

id§



I Regle de Chadinage des dérivées partielles

Le diagramme symbolique 1llustrant 'opération est représenté c1 dessous.
;‘!'g 1
|y

=

Tout ce que nous venons de présenter n'a pour but que de montrer la
validite des opérations que nous allons effectuer. Maintenant nous
sommes en mesure d'habiller la variété en introduisant des vecteurs , des
tenseurs des connexions et autres concepts . Nous ne donnerons pas le
detail de cette validation et allons nous intéresser aux tenseurs.



Variété: Synthese construction

Ensemble

v

Espace Topologique

v

Variéte

v

Variété avec connexion

v

variété Pseudo Riemanienne

Introduire une topologie

Assimilable localement a R"

Introduire une connexion

Introduire une métrique
(pseudo Riemanienne en RG)



Vecteurs et tenseurs sur une variéete.

 Comme ce qui precede le laisse présager, l'introduction rigoureuse de ces concepts
fait appel a ce que nous avons ¢établi précédemment.

 Commengons par les vecteurs: Le diagramme ci1 dessous illustre comment on
definit un vecteur sur une vari¢té. Sur une courbe y tracée sur la varicté M,
'ensemble des réels R (a gauche) permet de définir un point de parametre affine A.

e On définit une fonction sur M ce qui donne en ce point une valeur (application
vers R a droite) et on peut définir la dériveée de cette fonction par rapport a A dans
R (opérations sur réels). On voit que un vecteur est associ¢ a l'operateur dérivee
(que nous avons d¢ja defini). On peut aussi définir ses coordonnees (geéometrie

analytique) par l'application de M vers R". Bref, la routine!
toy




Vecteurs et tenseurs sur une variéte.

Dans notre espace a quatre dimensions les vecteurs auront quatre composantes, et
souvent on les appelle des 4-vecteurs. Ceci n'est pas neutre, par exemple il n'existe
pas de "produit vectoriel " entre deux 4-vecteurs.

En plus de la dimension , le point important a souligner est que chaque vecteur est
localis€¢ a un certain point de l'espace temps. Nous connaissons bien les vecteurs
libres, s'étendant d'un point de I'espace a un autre, que 1'on peut translater ad libidum
dans l'espace, et les vecteurs liés, s'étendant du point p de I'espace a un autre point g,
avec une origine p bien détermincée. Ces concepts ne sont pas utilisables en
Relativité.

Espace tangent: A la place, nous associerons a chaque point p de l'espace temps,
I'ensemble de tous les vecteurs qui passent par ce point, que nous appellerons
I'espace tangent en p , soit 7,. Ce nom est inspir¢ par l'analogie a I'ensemble des
vecteurs passant par p qui génerent le plan tangent en p a une surface a deux
dimensions courbée.

IIIIIIIIII



Vecteurs et tenseurs sur une variéte.

Mais inspiration mise a part, l'important est que ces vecteurs soient localisés en un
point et ne s'étendent pas d'un point vers un autre ( méme si pour des raisons de
commodité, nous ne nous priverons pas de les repreésenter sous forme de fleche dans
des diagrammes spatio temporels, la direction est significative, mais la longueur
représente un autre parametre qu'une mesure de I'espace temps)

Espace vectoriel: Un espace vectoriel, rappelons le, est un ensemble d'objets

( vecteurs) qui peuvent €tre compares, additionnes ( muni d'une structure de groupe)
et multipliés par des nombres réels de fagon linéaire. Pour deux vecteurs
quelconques Vet I et des nombres a et b nous avons :

(a+b)(V+W)=aV +bV +aW + bW.

Chaque espace vectoriel a une origine ( vecteur nul) qui est 1'élément neutre vis a vis
de l'addition vectorielle. Beaucoup d'espaces vectoriels possedent aussi un produit
scalaire, qui est une fonctionnalité supplémentaire non indispensable.

Un vecteur est un objet geométrique parfaitement défini, comme un champ de
vecteurs qui est defini comme un ensemble de vecteurs tel qu'il y ait un vecteur a
chaque point de I'espace temps. L'ensemble des espaces tangent d'une variét¢ M est
appelee le faisceau tangent 7(M).



Vecteurs et tenseurs sur une variéete.

Vecteurs de base: La gcométrie analytique étant un outil puissant pour traiter
concretement les operations sur les vecteurs nous allons représenter un vecteur par
ses composantes sur un ensemble de vecteurs de base.

Une base est un ensemble de vecteurs qui couvre tout l'espace vectoriel ( chaque
vecteur est une combinaison lin€aire des vecteurs de base) et qui sont lin€airement
indépendants les uns des autres ( aucun n'est une combinaison linéaire des autres).
Pour un espace vectoriel donné, il y a une infinité des bases valides, mais chaque
base va comporter le méme nombre de vecteurs, qui correspond a sa dimension. Pour
un espace tangent associ€ a un point dans I'espace de Minkowski, cette dimension est
c¢videmment quatre.

Supposons que pour chaque espace tangent nous ayons €tabli une base constituce de
4 vecteurs é(u) avec u = {0, 1, 2, 3} comme d'habitude. Faisons correspondre la base
aux coordonnées x*, Alors le vecteur de base é(1)va €tre porté par 1'axe des x, etc..

Méme s'il n'est pas nécessaire de choisir la base adaptée au systeme de coordonnées,
c'est souvent bien pratique. Nous pourrions €tre plus précis ici, mais comme ce point
va €tre examin¢ plus loin on peut se permettre de rester un peu vague. Chaque
vecteur A va €tre €crit comme une combinaison lin€aire des vecteurs de base :

A = A"e
(W



Vecteurs et tenseurs sur une variéete.

Composantes d'un vecteur (dans une base): Les coefficients A“ sont les
composantes du vecteur 4. La plupart du temps, on omet la base et on se réfere au
vecteur "A“", mais gardons a l'esprit que c'est un raccourci.

Le vecteur réel est un objet géométrique, alors que les composantes ne sont que
les coefficients des vecteurs de base dans la base choisie.

Comme nous omettons les vecteurs de base, les index vont reperer les composantes
des vecteurs et tenseurs. Nous avons mis les index entre parentheses pour les
vecteurs de base pour rappeler qu'il s'agit d'un ensemble de vecteurs et non pas des
composantes d'un seul vecteur.

Vecteur tangent: Le vecteur tangent a une courbe de l'espace temps est un exemple
typique de vecteur. Une courbe ou un chemin paramétré de l'espace temps est
spécifi¢ par ses coordonnées, fonction d'un parametre, par exemple x“(4). Le vecteur
tangent V(1) a les composantes :

Ve = dx"/dA

Le vecteur lui méme est défini par: V' = V”.é(ﬂ).



Vecteurs et tenseurs sur une variete.

Espace tangent:

Rappelons que l'espace tangent est 1'ensemble de tous les vecteurs en un point de
I'espace temps. Un vecteur n'est pas un objet qui s'étend entre deux points de
l'espace, mais un objet associ¢ a un point. Cette définition nous fait temporairement
abandonner des notions concretes comme "le vecteur pointe dans la direction des x "
puisque l'espace tangent est simplement un espace vectoriel en chaque point, ce qui
est assez abstrait. Il est temps de remédier a cela. Imaginons que nous voulions
construire 1' espace tangent en un point p d'une Variéte¢ M en n'utilisant que des
choses intrinseques a M. ( Sans I''mbriquer dans des espaces de dimensions
supérieures etc..).

Vecteurs tangents

Notre premiere idée serait d'utiliser notre connaissance intuitive qu'il y a des objets
appelés "vecteurs tangents a des courbes" qui appartiennent a l'espace tangent. Si
nous considerons I'ensemble de toutes les courbes paramétrées passant par p qui est
I'espace de toutes les cartes ( non dégénerées) g:R — M , telles que p est dans
I''mage de g. On est tenté de définir l'espace tangent comme geénéré par tous les
vecteurs tangents a ces courbes en p. La démonstration rigoureuse utilise la méthode
ensembliste que nous avons décrite précedemment, mais nous admettrons le résultat.



Vecteurs sur une varietée, loi de transformation.

Dans I'espace tangent sont definis les vecteurs (contravariants) qui forment
un espace vectoriel qui nous sont familiers sous le vocable « vecteurs ».

Loi de transformation des vecteurs tangents (ou contravariants)

Un des avantages de la démarche abstraite que nous avons suivi pour les
vecteurs est que la lo1 de transformation est immédiate. Comme les vecteurs
de base sont é(u) = 0. les vecteurs de base dans un nouveau systeme de
coordonnées x* sont données par la régle de chainage (2.3) par :

— M/
0 = (0x"/0x")0,
Nous pouvons obtenir la loi de transformation par la méme méthode qu'en

espace plat, puisque le vecteur est invariant par un changement de
coordonnées

V="1a=Va,= V’"(ﬁx"/@x“')ﬁﬂ,

ou Vet I sont les composantes de ¥ dans les bases d, et d,". Comme
(Ox"/0x") est inversible ceci donne:

V' = (Ox"/Ox") V"



Transformation formes linéaires sur une variétée,

Dans l'espace cotangent sont définis les vecteurs (appel€s covariants) qui forment un
espace vectoriel qui nous sont familiers sous le vocable «formes lin€aires ». De
méme que l'espace tangent en un point p d'une variété était défini par I'ensemble des
vecteurs en p, l'espace cotangent est defini par I'ensemble des formes linéaires
(vecteurs cotangents) qu'on peut définir en p.

Un des avantages de la démarche abstraite que nous avons suivi pour les vecteurs est
que la lo1 de transformation est immédiate. Comme les vecteurs de base sont dx”,

(ce sont les gradients des coordonnées) les vecteurs de base dx* dans un nouveau
systeme de coordonnées x“ sont données par la regle de chainage par :

dx*'= (Ox"/Ox" )dx"

Nous pouvons obtenir la loi de transformation par la méme methode qu'en espace
plat, puisque le vecteur covariant est invariant par un changement de coordonnees:

W = a)ﬂdx" = a)ﬂ,dx”'Z wﬂ,(@x”'/(?x")dx”

ou a)ﬂet @, sont les composantes de @ dans les bases dx* et dx* . Comme

(Ox"/0x") est inversible ceci donne: ® = (ﬁx”/ﬁx”')a)ﬂ



Tenseurs sur une variete,

La lo1 de transformation pour les tenseurs suit le méme schéma, simplement nous
remplacerons la matrice de transformation de Lorentz utilis€ée en espace plat par une
matrice représentant une transformation plus génerale de coordonnées.

Un tenseur T de variance (k, [ ) peut étre développé comme suit :

i

T=TH"" 0y, ®- 80, @dz" @ - @dz"

1

Par un changement de coordonnées les composantes se transforment selon.
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Cette lo1 de transformation est simple a se rappeler du fait que cela ne peut pas
donner autre chose compte tenu du placement des index. Cependant, 1l est souvent
plus simple de transformer un tenseur en considérant les vecteurs de base et les
formes monolin€aires comme respectivement les dérivées partielles et les gradients
et en substituant simplement dans la transformation de coordonnées.
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