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3. De la courbure des Espaces (variétés Riemanniennes)

Introduction

De notre étude sur les variétés, il ressort que des qu'une variété est définie, nous pouvions
immediatement y définir des fonctions, prendre leurs dérivées, considérer des courbes
paramétrées, et y construire des tenseurs entre autres. D'autres concepts comme le volume d'une
région, la longueur d'un arc de courbe ont nécessité I'introduction d'une structure fondamentale
complémentaire, a savoir : La métrique.

Il vient naturellement a l'esprit, que la courbure d'un espace, concept que nous avons déja
évoque, depend de la métrique. En fait, ceci n'est pas suffisamment précis, ou du moins est
incomplet.

Connexion métrigue

En fait la structure nécessaire que nous devons introduire est la connexion (métrique) qui est
caractéristique de la courbure. Nous montrerons comment l'existence d'une métrique implique
une certaine connexion (métrique), dont la courbure reflete celle de la métrique.

Cette connexion se révele nécessaire quand nous voulons remédier au caractére non tensoriel de
la dérivée partielle. Nous avons besoin d'une dérivée covariante, opérateur qui se réduit a la
dérivée partielle dans les espaces plats, en coordonnées cartésiennes, mais qui respecte la loi de
transformation tensorielle dans une variété quelconque. La tradition veut qu'on justifie
longuement cette introduction, alors qu'en fait le besoin est évident.

Des équations telles qued,T*¥ = 0 doivent étre généralisées a des espaces courbes d'une certaine
maniere. Donc nous ne pouvons pas nier que disposer d'une dérivée covariante serait une bonne
chose, et regardons comment nous y prendre.

L'opérateur de dérivée partielle 6., dans les espaces plats en coordonnées cartésienne est une
application linéaire d'un champ de tenseur (k, I ) vers un autre champ de tenseur (k, | + 1). 1l agit
linéairement sur les arguments du tenseur et obéit a la régle de Leibniz pour les produits de
tenseurs. Tout ceci continue a étre vrai dans une situation plus générale, mais le résultat de
I'application linéaire dépend du systéme de coordonnées utilise.

Dérivée covariante

Nous voudrions définir un opérateur de dérivée covariante W qui réaliserait I'opération de
dérivée partielle, mais de facon indépendante des coordonnees.
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Propriétés fondamentales

Nous exigerons donc de V qu'il soit une application linéaire de tenseurs (k, I) vers des tenseurs
(k, I + 1) avec les deux propriétés suivantes:

1. linéarité: V(T+S)=VT+ VS;

2. régle de Leibniz (produit) : V(T®S)=(VT)®S+T® (VS).
Si V obéit a la régle de Leibniz il peut toujours étre écrit comme une dérivée partielle plus une
transformation linéaire. Pour prendre la dérivée covariante, nous commencgons par prendre la
dérivée partielle et nous appliquons une correction pour rendre le résultat covariant (nous
nallons pas en faire la preuve, mais vous la trouverez dans "Wald" si cela vous intéresse).
Considérons le cas d'un vecteur V'. Cela signifie que pour chaque direction p, la dérivee

covariante Vyva consister en la dérivee partielle o, plus une correction spécifiée par une matrice
(T'w)Ps. (Une matrice n x n, ou n est la dimension de la variété pour chaque index p).

Coefficients de connexion

En fait les parenthéses sont généralement omises et nous écrirons ces matrices appelées
coefficients de connexion, de la maniere suivante : I'’.s. Nous avons donc

v”-‘_: o K 4 1..-|- e :l" 1'\ . (31)

Remarquons que dans le second membre, I'index original du vecteur V a été transféré versI' |, et
le nouvel index ne sert qu'a la sommation. Si c'est bien I'expression de la dérivée covariante d'un
vecteur en termes de dérivée partielle, nous devrions étre capables de déterminer les propriétés
de transformation de IV, en exigeant que le membre de gauche soit un tenseur (1,1).

Propriétés des transformations des dérivées covariantes de vecteurs

Donc, nous voulons que la loi de transformation soit :

- - d
i & e 4 PR OF

dzn’ Azv "

l"Fu' V v o= (32)

Commengons par le membre de gauche, on peut le développer en utilisant (3.1) et ensuite
transformer les parties par les regles que nous connaissons :
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vu' l'ml = ‘:-:'ilrj'i":IJI + I\ :':I'.".' 1..-:"'

i fﬁ':?:”J E;JJ":?:"' BV 4 f;i':?:”l e ‘f;i' f,;i:r:"' :'.-,'.;fjmyl-"'" . (3.3
Az Jzv dxn dzr dzv i R
Le membre de droite peut étre développé de fagon similaire :
dzr dzv ; dz® gz’ , dz® gz 5
— N V= 3 V' ——T, o (3.4)
dz* dzv dz* dxv dz* dxe

Ces deux expressions doivent étre égalées, le premier terme de chaque est identique et s'annule
donc, alors nous avons :

dz* e dz* e d oz % Gzt debs o
WA B Az’ fre gzt Hpa’ Ppv P ;

!

(3.5)

Ou nous avons renommé l'index de sommation ~ en A. Cette équation doit étre vraie pour tout
vecteur V*, donc nous pouvons I'éliminer des deux membres. Ensuite les coefficients de
connexion dans les coordonnées "primées" peuvent étre isolées en multipliant par & x*/ & x*"

Le résultat est :

dz* dz* 8z dr# dr* PV
e drr' g™ dev ik dzr’ dzt derdzr

1ot

(3.6)

Ce n'est évidemment pas une loi de transformation de tenseur, a cause du second terme.

Les coefficients de connexion ne sont pas des tenseurs

Ceci est normal puisque les coefficients de connexion ne sont pas des tenseurs. Par construction,
les I''s sont non tensoriels puisqu'ils sont destinés a "corriger" et rendre tensoriels les dérivées
partielles qui ne le sont pas, autrement dit annuler le terme qui détruit le caractére tensoriel (donc
qui n'est pas un tenseur!) de I'expression (3,1).

C'est pourquoi il faut étre attentif au placement des index dans les coefficients de connexion, ils
ne sont pas des tenseurs et nous ne pouvons pas les abaisser ou les élever a I'envi.

Dérivée covariante d'un tenseur

Penchons-nous maintenant sur le cas des derivées covariantes des autres types de tenseurs. Par
un raisonnement similaire a celui que nous avons utilisé pour les vecteurs, on montre que la
dérivée covariante de formes mono-linéaires est égale a leur dérivée partielle corrigée par une
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transformation linéaire. A priori, il n'y a pas de raison que ce soit les méme matrices a base des
mémes coefficients T V. qui expriment cette transformation. En général nous pouvons écrire :

Tuf-ﬁ‘p 'r |'j|-"-'|.l + 1_.-“._. (3.7)

o0 [ ur €st un nouvel ensemble de matrices pour chaque indice p. (Attention au placement et a

l'utilisation des index). Il est immédiat de montrer que les propriétés de transformation de T
doivent étre les mémes que I', mais a part cela nous n'avons pas d'autres relations.

Propriétés complémentaires

Pour ce faire nous devons introduire deux nouvelles propriétés supplémentaires que nous
voudrions que les dérivees covariantes satisfassent :

-commutatif vis a vis des contractions: V. (T%p) = (V T)up ,
-se ramene a une dérivée partielle pour les scalaires : Vup= 0.D.

Ces propriétés ne sont pas dérivées des précédentes, ce sont des exigences nouvelles que nous
formulons pour la définition de la dérivée covariante.

Regardons ce qu'elles impliquent. Soit un champ de formes mono-linéaires w, et un champ de
vecteurs V¥, nous pouvons prendre la dérivée covariante du scalaire défini par wx. V* et obtenir

ValaV?) = (Vue)V* + (V1) -
L P YOO T Sp e ey i A, 8 (3:8)
Mais comme w2.V* est un scalaire ceci doit se ramener a la dérivée partielle :
IF|r1 (cer 1'.-."'1 = f-.jlull Lat 1\ |
Ly V) Ly V) (3.9)

= (S )V 4+ wn(3.V7)

Ceci n'est possible que si les termes comprenant des coefficients de connexion s'annulent dans
(3.8), donc en renommant les indices de sommation nous avons :

0= Vo T (3.10)

De la courbure des espaces ( variétés Riemanniennes ) Jacques Fric Mars 2002, traduction d'aprés : " Lecture

notes on general Relativity" de Sean M Carroll : http://pancake.uchicago.edu~carroll/notes/ p.7



Mais comme ws et V* sont arbitraires alors :

-

o= =T (3.11)

Les deux conditions complémentaires nous ont donc permis d'exprimer la dérivée covariante
d'une forme mono-linéaire en utilisant les mémes coefficients de connexion que ceux utilisés
pour les vecteurs (mais en inversant le signe et reliant les index difféeremment ) :
: 3
v”i&f,, = L, — .I._“”L;."_'n, : (312)

Ayons montré que c'était vrai pour les deux types fondamentaux de tenseurs, et compte tenu de
la linéarité des opérateurs tensoriels, nous n‘allons pas étre surpris que les coefficients de
connexion contiennent toute l'information nécessaire pour prendre la dérivée covariante de
n'importe quel type de tenseur. La formule est biblique, pour chaque index haut, nous devons

introduire un terme correctif + I', a la dérivée partielle et un terme correctif - I" pour chaque
index bas.

F.TT.-JI.-;._..-.-”:”IM--HW o fiTTuI.-J._...rjgplu-mp!
+r:!|, T."m._ ..-.-JEPIM-“.”! + 1—:..' Tul'lll.““&u,u_.---u! BN 3 (313)
_1'."| T”'”"n'm’_ﬁm‘...,,‘! e 1‘."- T”'”"mm‘,,I_'.,...,,‘! it

Ty T4

C'est I'expression genérale de la dérivée covariante. Vous pouvez vérifier qu'elle est déduite du
jeu d'axiomes que nous avons posé, et des exigences habituelles relatives a I'indépendance du
caractére tensoriel vis a vis des coordonnées. Citons une variante de notation utilisant les
virgules pour les dérivées partielles et les point-virgules pour les dérivées partielles covariantes.

TnTmu-_..-.ugplp_mw = T“Iﬂ.‘“'“Eu.l*_---lq:-—.r } (314)

De nouveau, je rappelle que je ne suis pas adepte de cette notation.

Pour définir la dérivée covariante, nous devons donc munir notre variété d'une "connexion" qui
est spécifié dans un systéme de coordonnées par I'ensemble de ses coefficients Iy (n® = 64
composantes indépendantes pour n = 4 dimensions) qui se transforme selon (3.6).

Le nom "connexion” vient du fait qu'elle est utilisée pour transporter des vecteurs d'un espace
tangent vers un autre comme nous verrons plus loin.

Nous pouvons définir un grand nombre de connexions dans une variété, chacune associée a une
notion différente de dérivée covariante.
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Connexion en Relativité Générale

En Relativite Générale, cette liberté ne nous géne pas, car il apparait qu'a chaque métrique n'est
associéee qu'une seule connexion.

Regardons comment nous y prendre.

La premiére chose est de noter que la différence entre deux connexions est un tenseur (1, 2).

Si nous avons deux ensembles de coefficients connexion T*uv et T, leur différence : Sp* =
My - "M, (remarquons la position des index) se transforme selon :

J A A =
'{"n'u' e ru'u' o ru'l-"

dz* dz ozt ) dz* dzv Pzt dz* drv dzt = dze fzv Pt
iz’ fa fj:?:-"'l ae T Bt G’ Jredzy Pz Gav' Hph o P g drd' Jdaet dee ey
-I'-jﬂ'!” -I"jﬂ'!” 'r'j:?:.l'l .-l—.'n. F'.. :
iz g fj:r:-"'l Vo — L

dz* dz* dzv \

Qe drv P>

(3.15)

Ce qui est bien conforme a la loi de transformation des tenseurs, donc S,* est bien un tenseur.
Ceci implique que tout ensemble de connexions peut s'exprimer comme la somme d'une
connexion irréductible et d'un tenseur quelcongue.

Remarquons également que d'une connexion donnée, T'*.v, on peut immédiatement en former
une autre par permutation des index bas.

Ceci dit, I'ensemble des coefficients I.vva se transformer selon (3.6) (car les dérivées partielles
présentes dans le dernier terme peuvent étre commutées) et ainsi définir une connexion
différente.

Le tenseur de torsion

Nous pouvons ainsi associer un tenseur a chaque connexion, appelé le tenseur de torsion, défini
par :

Tl’]l-'.l" —— .I'_;j:p 7 .I'_;l.':” m— "—}ril':'“.l] G (3.16)

Il est clair que ce tenseur est antisymétrique dans ses indices.
Une connexion qui est symétrique dans ses indices est dite sans torsion.
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Hypothéses complémentaires pour la connexion métrique

Définissons une connexion unique dans une variété munie d'une métrique guv en ajoutant deux
propriétes:

1. Sans torsion: T*uy = T ).
2. Compatibilité métrique : Vpguv = 0.

Définissons la compatibilité meétrique d'une connexion (que nous appellerons connexion
métrique) par le fait que la dérivée covariante par rapport a la connexion de la métrique soit
identiqguement nulle.

Ceci implique quelques propriétés sympathiques.

D'abord, c'est un jeu d'enfant que de montrer que la dérivée covariante de la métrique inverse est
également nulle.

Vg =0. (3.17)

Ensuite, une dérivée covariante compatible avec la métrique est commutative vis a vis de
I'abaissement ou de I'élévation d'index.

Soit pour un champ de vecteurs V*,
ﬂn.".v.'-i":.\ e v.‘-'i'_rlru."- i'l" ] — T-ln . (3.18)

Avec des connexions non compatibles avec la métrique il faut étre tres vigilant sur le placement
des index, lorsqu'on exécute une dérivée covariante.

Unicité de la connexion métrigue: Sa valeur en fonction de la métrique

Nous revendiquons l'unicité de connexion sans torsion pour une variété donnée qui est
compatible avec une métrique donnée de cette variété.

Nous n'inclurons pas ces deux exigences dans la définition de la dérivée covariante, elles
sélectionnent simplement une possibilité parmi de nombreuses.

Nous pouvons démontrer et I'existence et l'unicité en dérivant une expression manifestement
unique des coefficients de la connexion en termes de la métrique.

A cet effet, developpons I'équation de compatibilité de la métrique pour les trois permutations
différentes des index.
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l"'?.'-.'j"m-I = f-:}.'-flrm-' 7 rf:uflr.'w gy ri,,ﬂu.\ =

IF|r1f||'|-'.'- — fjuﬂl-'.'- a .I-_-l"l_.flr.'\.'l £ r;:;.flrl-'.'ﬁ p— ﬂ

4]

vuﬂ;-u — fjl.-fnr.'-u - rﬁl-,ﬂ."m R 1_.1.1 oy = {:I :

(3.19)

Nous soustrayons la deuxiéme et la troisieme de la premiere et utilisons la symétrie de la
connexion pour obtenir:

":-:jl.'-flrrn-I o 'E:}rjﬂl-'.'l =y -I'- |-'fpr.'lr1 + Eri:uﬂ."h'l — {] E (320)

D'évidence, en multipliant par g°° , on résout cette équation. Le résultat est :
fag ] Fa gl v I & & !
T = 58" (ufp + olon — Do) (3.21)

C'est une des formules les plus importantes dont on doit se souvenir sur le sujet. Certes nous
n'avons fait que prouver qu'il s'il existe une connexion sans torsion et compatible avec la
métrique elle doit étre de la forme (3.21).

Vous pouvez Vvérifier que le membre de droite de (3.21) se transforme comme une connexion.
Cette connexion que nous venons de définir & partir de la métrique est un des piliers de la
Relativité générale classique (gardons toutefois une ouverture d'esprit pour la suite).

Connexion de Christoffel (connexion métrique)

Elle est connue sous différents vocables : Connexion de Christoffel, connexion de Levi-Civita
ou connexion de Riemann.

Symboles de Christoffel

Les coefficients de la connexion sont appelés symboles de Christoffel et écrits {°uv} notation que
nous éviterons. L'étude des variétés munis d'une métrique avec leur connexion associée est
appelée la Géométrie Riemannienne.

L'étude de connexions plus générales a été faite par Cartan, mais nous n'avons pas évoque ici la
géométrie de Cartan.
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Avant d'utiliser nos dérivées covariantes, dans ce qui suit, mentionnons quelques-unes de leurs
propriétes.

D'abord rappelons qu‘une connexion n'a pas a étre construite a partir de la métrique.

Dans l'espace plat ordinaire, il y a une connexion implicite que nous utilisons tout le temps, la
connexion de Christoffel construite sur une métrique plate.

Mais nous pouvons si nous le voulons en choisir une différente, tout en conservant la metrique
plate.

Remarquons également, que dans une métrique plate, les coefficients de la connexion de
Christoffel s'annulent en coordonnées cartésiennes, mais pas en coordonnées curvilignes.

Exemple de calcul des symboles de Christoffel

Considérons par exemple le plan en coordonnées polaires, muni de la métrique :
ds? = dr? 4 #2dé* . (3.22)

Les coefficients non nuls de la métrique inverse sont: g™ =1etg# # = r2 (Nous utilisons r et #
comme index dans cette notation évidente.)

Nous pouvons calculer un coefficient de connexion typique :

Jo
[ = 500G + Ocfr — Doior]

1
= Eﬂrrl:.fjrﬂrr + 'r-.:}rﬂrr e 'r-.:}rﬂrr:l
g : ; :
+59 (DG + Oegor — s )
L 1
= ()0 +0—0)+=(0)(0+0—0) 25)

9
=" 1.

Celui-ci s'annule, mais d'autres non :
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o=y " s850 + e Gos — Optizs)

Liginy ! p
= 54" (Degsr + Degrs — Or-gas) (3.24)

1
E[] 100+ 0 —2r)

= 7.

Continuons sur notre lancée :

T = Trp=0

ook sl

: ; 1 3.25
r-t:-é = rgr_; ( )
PR TR 109

L'existence de coefficients de connexions non nuls en coordonnées curvilignes est a la source des
formules pour la divergence, entre autres, que nous trouvons dans les livres d'électricité et de
magnétisme.

A contrario, méme dans un espace courbe on peut annuler ponctuellement les symboles de
Christoffel.

Cela s'explique par le fait que nous pouvons annuler les dérivées premiéres ponctuellement.
Ceci n'est bien sr valable qu'au point, pas dans son voisinage.

Divergence d'un vecteur

Une autre propriété utile est que la formule de la divergence d'un vecteur (conformément a la
connexion de Christoffel) prend une forme trés simple. La divergence covariante de V* est
donnée par :

V=4V + T,V 2 (3.26)
Il est facile de montrer (voir pp. 106-108 de Weinberg) que la connexion de Christoffel satisfait

4] ] & L
i = —=0h/flal , (3.27)

q
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Et de 1a nous obtenons :

1 i .."_ Fi

On peut exprimer la divergence de tenseurs de rang plus élevé, mais la formule ne se simplifie
pas de cette maniere.

Un dernier point que nous nous devons de rappeler au sujet des connexions est le fait que la
dérivée extérieure est un tenseur parfaitement défini méme en l'absence de toute connexion.

La raison en est que si on utilise une connexion symétrique (sans torsion), la dérivée extérieure
(definie comme dérivée partielle anti-symeétrisée) se révéle étre égale a la dérivée covariante anti-
symétrisée :

Fu"*""l-' — ;j ety _1-.":“” Lt
ey e R (3.29)

Dy -

Cela a conduit quelques esprits chagrins a souligner "lI'ambiguité” de la dérivée extérieure dans
les espaces avec torsion, ou la simplification ci-dessus ne se produit pas.

Il n'y a pas d'ambiguité, la dérivée extérieure se passe de connexion, quelle qu'elle soit et la
torsion n'intervient donc pas dans la dérivée extérieure de quoi que ce soit.

Faisons le point

Avant de poursuivre notre ceuvre plus avant, récapitulons ce que nous avons fait.

Nous partimes de la notion de base d'un ensemble, supposée connue (au moins informellement).
Nous avons introduit le concept de sous-ensembles ouverts sur notre ensemble, ce qui est
équivalent a introduire une topologie et par la méme nous avons promu notre ensemble "espace
vectoriel”.

Ensuite en exigeant que chaque ensemble ouvert soit assimilable a une région de R" (avec n
identique pour chaque ensemble) et aussi que les diagrammes de coordonnées puissent étre
assemblés sans raccord, I'espace topologique est devenu une variété.

Une variété est une structure a la fois trés souple et trés puissante et se trouve munie
naturellement d'un fibré tangent, fibré de tenseurs de rangs divers, et de la possibilité de prendre
des dérivées extérieures entre autres.

Nous avons ensuite défini une métrique sur la variété qui est alors devenue une variété
Riemannienne.

Indépendamment de la métrique nous avons défini une connexion, nous permettant de prendre
des dérivées covariantes.
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Si nous disposons d'une métrique, nous avons montré qu'il y avait une connexion unique
compatible, sans torsion, avec la métrique.

Rien ne nous empéche d'ailleurs, de définir d'autres connexions et d'autres métriques sur la
variété.
Nous avons résumé tout cela sur le diagramme ci-dessous :

Ensemille

Introcdulre une Topologie
(Ensembles Ouverts)

[Espace
Vopolegique Assimilable localement
a ['espace Rn
lalilete
Intreduire une

Varfiéte avee e

Connexdon Introdulire une

v Métriue
Variete

Riemannienne

Transport paralléle

Transport parallele d'un vecteur

Maintenant que nous disposons du mécanisme de connexion, intéressons-nous au transport
paralléle.

Rappelons qu'en espace plat, il n'était pas nécessaire d'étre tres attentifs au fait que les vecteurs
étaient des éléments d'espaces tangents définis en chaque point.

La comparaison (y compris les opérations telles que I'addition, soustraction, produit scalaire, ..)
de vecteurs se faisait naturellement en différents points de I'espace.

La raison est que dans un espace plat on peut déplacer un vecteur d'un point a un autre en le
gardant constant ce qui permet d'effectuer toutes ces opérations autorisées dans un espace
vectoriel.
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keep vector
, constant

#*

q

P

Déplacer un vecteur en le gardant égal a lui-méme tout au long du chemin s'appelle un transport
paralléle.

Comme nous allons le voir, le transport paralléle est défini quand nous avons une connexion.

La manipulation intuitive des vecteurs dans un espace plat s'appuie sur une connexion de
Christoffel implicite dans cet espace.

La différence cruciale entre espace plats et espaces courbes est que dans un espace courbe, le
résultat du transport paralléle d'un point vers un autre va dépendre du chemin emprunté pour s'y
rendre.

Sans disposer du mécanisme complet du transport paralléle, utilisons notre connaissance de la
sphére (2D) pour l'illustrer.

Partons avec un vecteur au niveau de I'équateur pointant vers une ligne de longitude constante.

Transportons-le naturellement jusqu'au péle nord le long de cette ligne de longitude constante.

Repartons du méme point avec le méme vecteur et transportons le paralléelement le long de
I'équateur (pointant vers le nord) d'un angle #, puis transportons le vers le pdle nord comme
précédemment.

On voit clairement sur la figure que le méme vecteur transporté par deux chemins différents au
poble nord arrive avec deux positions différentes faisant un angle .
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Il apparait donc gu'il n'y a pas de moyen unique de transporter un vecteur d'un espace tangent
Vers un autre, nous pouvons toujours le transporter parallélement, mais le résultat dépend du
chemin suivi, et il n'y a pas de choix naturel de chemin a suivre.

Le résultat d'un transport paralléle dépend du chemin suivi

A la différence d'autres problémes que nous avons rencontres, celui-la n'a pas de solution, nous
devons admettre que deux vecteurs ne peuvent étre comparés naturellement que Ss'ils
appartiennent au méme espace tangent.

De la difficulté de définir une vitesse relative d'objets éloignés

Par exemple deux particules se croisant ont une vitesse relative bien définie (inférieure a la
vitesse de la lumiére).

Mais deux particules en deux points différents d'une variété courbe n'ont pas de vitesse relative
bien définie, cette notion de vitesse relative dans ce cas est dépourvue de sens.

Certes, dans certaines situations particuliéres il peut étre utile de faire comme si cela en avait un,
mais gardons a I'esprit que l'utilité ne se substitue pas a une définition rigoureuse.

En Cosmologie par exemple, la lumiére provenant de Galaxies lointaines, subit un décalage vers
le rouge similaire a celui qui serait produit par le mouvement de récession d'une source proche.
Comme ce phénomene ressemble a celui produit par un effet Doppler conventionnel da a une
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vitesse relative, il est tentant de dire que les Galaxies lointaines s'éloignent de nous a une vitesse
définie par leur décalage spectral.

D'un point de vue formel, c'est absurde, c'est ce que Wittgenstein appellerait une "faute
grammaticale ", on ne peut pas dire que les Galaxies s'éloignent, puisque la notion de leur
vitesse par rapport a nous, n'est pas strictement, mathematiquement fondée.

Ce qui se passe en fait, c'est que la métrique de l'espace-temps entre nous et les Galaxies a
changé (I'Univers s'est étendu) le long du chemin d'un photon entre la bas et ici, produisant un
accroissement de la longueur d'onde de la lumiere.

Un exemple qui conduit & une explication erronée, est une utilisation naive de I'effet Doppler qui
appliquée sans discernement, nous indiquerait que certaines galaxies s'éloigneraient de nous a
une vitesse supérieure a la vitesse de la lumiere, en contradiction avec la Relativité. La solution
d'un tel paradoxe repose simplement sur le fait que la notion de vitesse relative n'est pas definie
correctement.

Maintenant que nous avons vu ce qu'il ne fallait pas faire, regardons ce que nous pouvons faire.

Définition d'une méthode de transport paralléle

Le transport parallele d'un vecteur est censé étre la généralisation dans des variétés courbes du
concept de transport en gardant le vecteur égal a lui-méme autant que se peut, le long d'un
chemin. Ceci vaut aussi pour les tenseurs quelconques.

Soit une courbe x* ( A), dans un espace plat, le déplacement d'un tenseur le long de cette courbe,
en le maintenant constant (déplacement paralléle) est caractérisé par dT/dA = (dx*/dL)(dT/dx")=
0. Définissons alors la dérivée covariante sur la courbe par I'opérateur :

D dz#
Tl HT‘” : (3.30)

Nous définirons alors le transport paralléle du tenseur T sur le chemin x* (A) par le respect
tout au long du transport sur le chemin de la condition,

D Fly g fLg ﬁ'fi?fn
T i ] —FHTHIH;IHHEH Mgkl . :
(:M ) SR T b S

C'est une équation tensorielle bien définie, car et le vecteur tangent dx*/d X et la dérivée
covariante V T sont des tenseurs.
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Equation du transport paralléle

Cette équation est appelée équation du transport parallele. Pour un vecteur elle prend la forme

d dr”
ST 'i.-'ﬂ + r-l'l :?

- b e, (3.32)

Nous pouvons considérer I'équation de transport parallele comme une équation différentielle du
premier ordre définissant un probleme de valeur initiale.

Etant donné un tenseur en un point d'une courbe, il n'y a qu'une seule possibilité de déplacer le
tenseur le long de la courbe de telle fagon que (3.31) soit satisfait. Nous dirons que nous
effectuons un transport paralléle du tenseur.

La notion de transport paralléle dépend manifestement de la connexion, et différentes connexions
conduisent a différentes solutions. Si la connexion est compatible avec la métrique, la métrique
est toujours transportée parallélement car elle respecte:

D dr”
Hﬂm-’ S anﬂuu — {J . (333)

Le transport paralléle conserve le produit scalaire de vecteurs

Il s'ensuit que le produit scalaire de deux vecteurs transportés parallélement est conservé. Si Vet
W sont transportés parallélement sur une courbe x° (A), nous avons :

D : D . n_. oD
sty 2 ,-“..". rj'H_’l-' i ) (—r’ .-“.-) -l 1 'H_’I-' r g (_1 u) 'H_'I-I r’ ,-“...‘-'. i1 (_ 'H_’L-')
R / . ? T\ I Lol G (3.34)

Cela signifie que le transport paralléle suivant une connexion compatible avec la métrique
conserve la norme des vecteurs, l'orthogonalité entre autres. Parlons de quelque chose qu'on
trouve rarement dans les livres sur la Relativité Générale et qui est I'écriture explicite de la
solution générale de I'équation de transport parallele.

Remarquons que pour un chemin y: A —+x° (A), résoudre I'équation de transport paralléle pour
un vecteur V* revient a trouver une matrice P, ( A Loy qui relie la valeur initiale du vecteur V*
(Ao) & sa valeur ultérieure en un point du chemin.

VE(A) = PP (A Ao V(Do) (3:89)
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Propagateur parallele

Evidemment la matrice P¥, (A ,Lo) appelée le propagateur paralléle dépend du chemin y (il
n'est pas simple de trouver une notation qui I'indique sans faire passer y pour un index. Si nous
définissons

dr”
AR (A = —TE i 3.36
M .I ap -|"||I,1| ( )
Ou la quantité a droite est évaluée a x¥ (A), alors I'équation du transport paralléle devient :
" -
— VP = A VP 3.37

Et comme le propagateur paralléle doit s'appliquer a n'importe quel vecteur, en reportant (3.35)
dans (3.37) on voit que P¥, (A Lo satisfait a I'équation :

d
o PR (A An) = AP (A ) - (3.38)

Intégrons chaque membre pour résoudre I'équation :
: A
PP oAy An) = &, +_/; AP (q ) P7 ol o) dry (3.39)

Le symbole de Kronecker delta, est 1a pour normaliser I'équation pour A = q.

Nous pouvons résoudre (3.39) par itération, en prenant le membre de droite et en le substituant
dans I'expression correspondant au membre de gauche, autant que nécessaire, pour donner :

.I'I _I'| |'I|
PPo(A An) = &7 +j; A" [n)dn +ﬁ ﬁ A (A7 (o dn'dy + - - - . (3.40)

Le terme de rang n de cette série est une intégrale sur un triangle rectangle a n dimensions (n-
simplex).
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A Ao pr T2 3
f Al ) dny f f Al ) Aln ) diydiy f J{h ; Alng ) Aln) Al d¥n
ha Ao Ao Jda Fha

N2 N3

!]l

Il serait plus simple de considérer une telle intégrale sur un hyper cube de dimension n au lieu
d'un n-simplex, y a-t-il un moyen de le faire ? Il y a n! simplex de ce type dans I' hyper cube
correspondant, donc nous devons multiplier par 1/n! pour compenser le volume supplémentaire.
Mais nous voulons aussi obtenir I'intégrale correcte, en utilisant la notation matricielle, I'intégrale
a l'ordre n est A(mn)A(nn-1) - A(n1), avec la propriété que nn > nn-1 > ...2n1. Nous allons définir
un symbole d'ordonnancement du chemin, P, pour s'assurer que la condition est remplie.
Autrement dit I'expression:

PlA(ma) A1) - - - Alm j] (3.41)

Indique que le produit des n matrices A(ni ), est ordonné de sorte que la valeur la plus grande de
ni est a gauche, et que les valeurs suivantes ni sont classées dans I'ordre décroissant.

Nous pouvons alors exprimer le terme d'ordre n de (3.40) ainsi :

L. Th
f _[ "'_[ -4|L'Fjr,].4|:'ﬂf,,_1 ] T "4“?1 ]”!”"l:r
.l'u_. ."u_. ."ll_.

o e . (3.42)
= Fﬂ. ﬂ J{; ’F’[.-ll:?yr.].-i[i;r,_]]---.4[1;-”]&'“?;-

Cette expression ne contient aucune allusion au sujet des matrices A(ni ); c'est juste une notation.
Nous pouvons écrire (3.40) sous forme matricielle ainsi :

P(AA)=1+ Z f PlA(nn) Al ) - - - Alm)]d"ny . (3.43)

n=1
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Cette formule correspond au développement en série d'une exponentielle, nous en déduisons que
le propagateur parallele est défini une exponentielle sur un chemin ordonne.

A
P(A, Ap) = Pexp ([ Aln) nf-.a,r) : (3.44)

<10

Ou répétons-le, ce n'est qu'une notation, I'exponentielle sur le chemin ordonné est définie comme
le membre de droite de (3.43). Nous pouvons donc I'expliciter ainsi :

"l ,nll :.'r
PLLA Ap) = Pexp (—j; T,f,,%” r?f-.lli-) ; (3.45)

Il est agréable de disposer d'une formule explicite, méme si elle est un peu abstraite. Le méme
genre d'expression apparait dans la théorie quantique des champs (Formule de Dyson), pour la
bonne raison que I'opérateur, traduisant I'évolution dans le temps de I'équation de Schrodinger, a
la méme forme que celui décrit par (3.38).

Holonomie d'une boucle

Signalons qu'un exemple particulierement intéressant d'étude du propagateur parallele est son
action sur une boucle (partant et arrivant au méme point). S'il s'agit d'une connexion métrique, la
matrice résultante va correspondre a une transformation de Lorentz dans I'espace tangent au
point en question.

Cette transformation est appelée "I'nolonomie" de la boucle. Si on connait I'holonomie de toutes
les boucles possibles, cela revient a connaitre la métrique.

Ceci a conduit Ashtekar et ses collaborateurs & considérer la Relativité générale sous I'angle de la
représentation par boucle ou les variables fondamentales sont les holonomies en lieu et place de
la métrique explicite.

Cette approche leur a permis de progresser dans la voie de la quantification de la RG sans pour
autant atteindre le but recherché et entrevoir une piste pour cela.

L'équation géodésique

Le transport paralléle maitrisé, nous pouvons maintenant nous attaquer a I'équation géodésique.
Une géodésique est la généralisation aux espaces courbes de la notion de ligne droite de I'espace
Euclidien. Nous avons tous ce qu'est une ligne droite, c'est le plus court chemin entre deux
points. Nous pouvons en donner une autre tout aussi valable :
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Une ligne droite est un chemin qui transporte parallélement son propre vecteur tangent.

Dans une variété munie d'une connexion quelconque (pas nécessairement de Christoffel), ces
deux concepts ne coincident pas, nous les examinerons separément.

L'équation géodésique définie par le vecteur tangent

Prenons la deuxiéme définition, en premier, qui se révele plus simple a calculer. Le vecteur
tangent a un chemin x* (A ) est dx*/d A . La condition de transport paralléle s'exprime par :

D dz"
it 4
dd dA 0 3:48)

Ou alternativement

'n._r_":?:u i 1—“ ﬂﬁ{ﬂ:"
dA? T dN dA

= (3.47)

Ceci est I'équation géodésique, une autre formule que nous devons absolument retenir.

Elle se ramene a la notion de ligne droite en espace Euclidien si les coefficients de connexion
sont ceux de Christoffel, car en coordonnées cartésiennes I'*,6= 0, et I'équation devient d?x*/d\2=
0, ce qui correspond a celle d'une droite.

C'est presque trop simple.

L'équation géodésique définie comme extremum du chemin

Examinons maintenant la premiére définition (distance minimum).

Nous avons déja eu affaire aux subtilités liées a la notion de distance dans un espace-temps
lorentzien.

Pour les chemins lumiére, la distance est nulle, pour les chemins de type temps, le mieux est
d'utiliser le temps propre etc.

Pour simplifier considérons le cas des chemins de type temps, la solution va se révéler exacte
pour tous les autres.

Considérons la fonction temps propre.
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. - .Illlf
,——f(—gr,,,%%) dX (3.48)

Ou l'intégrale s'applique le long du chemin.

Pour rechercher les chemins de longueur minimum, nous allons utiliser le calcul variationnel
classique. (En fait I'extremum va se révéler &tre un maximum).

Considérons comment varie le temps propre pour des variations infinitésimales du chemin.

:?!” _:‘ :I':” + -I'Il::?:”

iy 3.49
.I:Irl'JI-' _:‘ .I:Irl'JI-' +{II..‘T 'r-:}-\:r:lrl'll-' > ( )

La deuxiéme ligne reflete le développement en série de Taylor en espace courbe, qui comme on
le voit utilise la dérivée partielle, pas la dérivée covariante.

Reportons ceci dans (3.48), nous obtenons :

: dr# dr drt dx | dzr dfdz)\?
T i'l|'.'_ T J{ — Hpe T _-.-'J' s _fll' :"_E s - nl"l'
o5 ( SRR W R s T )
dz dzv\M? [ dr# dev 7!
— J{ — e 4'11,1, 'nr}' |:-| + — e .|"|'1,1. n;'}' (350)
def dz¥ | dz* d(8z*1\]'*
_-.a' 1 dzT —2 T ey - - dix .
X(’ﬂ" D e )]

Comme & x%est supposé petit, nous pouvons développer la racine carrée de I'expression entre
crochets et trouver :

: dz® dz*\ /2 1 de® dx" . dz™ di dz")
"II"'_ = f — Hiae __-.a' 4R "II' :cr = Y 'ﬁ'l-‘l' = §
( SadPT) n’.}.) ( I AT R 321

Il est utile de changer le paramétrage de notre courbe, en remplagant A, qui était arbitraire en T
lui-méme, en utilisant :

dze dev T2
dX = (—g{:—iﬁ) T (3.52)
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Reportons dans (3.51) (note: nous le reportons pour toutes les occurrences de d A ), on obtient

: Ve dz" dz" | dz" d{dz")
dr = J{ e rn-'__"ll' o M ~| dr
[ b O T TR L M ]

= [ |30 + L (g =" )| 627 i 353
o L B R, | S e (3.53)

Ou nous avons intégré par parties la derniere ligne, en évitant une contribution aux limites en
annulant 6x° aux extrémités du chemin. Puisque nous le recherchons pour des points fixes, 8t
doit s'annuler quelle que soit la variation, ceci implique:

dr” dr*  dz® dz" , ik
T g e b e e = (3.54)

1
5 Efj-'r ﬂm-'

Ou nous avons utilisé dgus/dz = (dx¥/d7)ovQue.
Une remise en ordre des index de sommation révele que :

(7]

ﬁ'f :rj .|"||l :I-'
I:-_'fjaﬂrj ) + fjuﬂ.u.-r + f.:}rjﬂu.rr] ,r:_—r:_— —-— {] 5 (355)

; d*z 5
Gpar d7?

I | =

Expression du symbole de Christoffel en fonction du tenseur métrique

Et si nous multiplions par la métrique inverse on arrive finalement a :

d*zr 1 dr® dxv
5t 50 (Ot + Uit i) =0 (3.56)

Nous voyons que c'est également I'équation géodésique (3.32), mais pour une connexion utilisant
spécifiqguement les coefficients de Christoffel (3.21).

Donc, dans une variété munie d'une métrique, les extremums de la fonction de longueur sont les
courbes qui transportent parallélement leur vecteur tangent, eu égard a la connexion métrique de
Christoffel.

Le fait que d'autres connexions puissent étre définies sur la méme variété, n'a aucune importance.
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Evidemment en Relativité Générale nous n'utiliserons que la connexion métrique de Christoffel,
ce qui fait que les deux définitions sont équivalentes.

L'intérét principal des géodesiques en Relativité Générale est qu'elles représentent les chemins
suivis par les particules non accelérées.

En fait I'équation géodésique peut étre interprétée comme la généralisation de la loi de Newton
f=ma pour le cas ou f = 0.

Equation géodésique en présence de forces.

Il est aussi possible d'introduire des forces en ajoutant des termes au membre de droite, en fait si
nous faisons un retour en arriere vers I'expression (1.103) exprimant la force de Lorentz en
Relativité Restreinte, on peut se douter que I'équation du mouvement pour une particule de
masse m et de charge g en Relativité générale va étre quelque chose qui va ressembler a :

3

d " dz’ dr” q d="
'l_I'J SR g 1 5 !
dr? T dr dr m dr

(3.57)

Nous développerons ce point ultérieurement, et confirmerons cette intuition.

Bien qu'ayant développé ces expressions avec une certaine témérité, nous nous devons préciser,
tout de méme, la notion de paramétrage d'un chemin géodésique.

Parametres affines

Nous avons paramétré notre chemin par un paramétre A, quand nous avons introduit la
géodésique en tant que courbe représentant le transport paralléle de son vecteur tangent (3.47),
alors que nous avons pris le temps propre comme parameétre lorsque nous avons défini la
géodésique comme extremum de d'intervalle d'espace-temps (3.56). Ceci mérite une
clarification. Une transformation telle que,

—A =ar +b (3.58)

pour des constantes a et b, laisse I'équation invariante.

Tout parametre en relation de ce type avec le temps propre est appelé un paramétre affine et est
aussi valide que le temps propre lui-méme pour caractériser la géodésique.

Ce qui est implicite (mais caché) derriere notre formulation de (3.47) est que l'exigence de
transport parallele du vecteur tangent contraint le paramétrage de la courbe a étre dépendante du
temps propre, tel que défini en (3.58).
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Autrement dit, si on se place en un point, qu'on pointe dans une direction initiale, et qu'on
construit une courbe en commencant par marcher dans cette direction initiale et en conservant le
vecteur tangent a la courbe transporté parallelement, on ne définit pas seulement un chemin dans
la variété, mais aussi (& une transformation linéaire pres) un paramétre le long du chemin. Rien
n'empéche d'utiliser un autre paramétrage, mais alors (3.47) ne sera plus satisfait.

Plus generalement il satisfera une équation de la forme :

d*zh L bl . dzH
e ARy s 3 ;
g dex

der? Tl der de

(3.59)

Pour un parametre a(4), ou f(a) est lié au paramétre affine par

flo) = - (da/d)?)(da/d))?
Inversement, si (3.59) est satisfait le long d'une courbe, il existe un parametre affine A(a) qui
satisfait I'équation géodésique (3.47).

Pour les chemins temporels nous pouvons écrire 1’équation géodésique soit en termes de 4-
vitesse UX = dx¥/dr par :

UH (U =0.

Soit de facon équivalente en termes de 4-impulsion p* = m.U" par :

p* (p*):u = 0.

Cette expression montre que des particules en chute libre continuent leur mouvement dans la
direction pointée par leur impulsion

Pour les chemins nuls, comme le temps propre s’annule, T n’est pas un paramétre affine valide.
9 9

Cependant il est parfaitement légitime de se demander si un chemin paramétré x*(1) satisfait
I’équation géodésique. Si un chemin nul est une géodésique pour un paramétre A, Ce Sera aussi
une géodésique pour un autre parameétre affine de la forme al +b.

Cependant il n’y a pas de choix préférentiel parmi ces paramétres a la différence du cas des
chemins temporels ou c’est le temps propre qui s’ impose.

Quand nous aurons choisi un parameétre en un point sur le chemin, il va y avoir une continuation
unique pour le reste du chemin si nous voulons satisfaire a I’équation géodésique. Il est souvent
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approprié de choisir la normalisation du parameétre affine 1 sur une géodésique nulle de sorte que
dx*/dA soit égal au vecteur 4-impulsion.

pH = dx¥/dAr

Notons la différence avec le cas des chemins temporels ou 1’expression ci-dessus désigne la 4-
impulsion par unité de masse. Alors un observateur de 4-vitesse U mesure 1’énergie de la
particule (ou de fagon équivalente la frequence du photon, si nous posons k =1) égale a :

E= 'pMUH

Cette expression nous donne toujours 1’énergie d’une « particule » de 4-impulsion p* mesurée
par un observateur de 4-vitesse U, que p" soit nul ou de type temps ; ce que nous pouvons
verifier dans les coordonnées locales inertielles.

Attention cette expression pour E n’inclut pas 1’énergie potentielle mais seulement 1’énergie
intrinséque du mouvement et d’inertie.

Dans un espace-temps général, la notion d’énergie potentielle de gravitation n’est pas toujours
bien définie, méme si dans certains cas particuliers c’est le cas.

Conservation type d'intervalle d'espace-temps sur une géodésique

Une propriété importante des géodésiques dans un espace-temps muni d'une métrique
Lorentzienne est que le type de l'intervalle d'espace-temps (Temps/nul/espace) de la géodésique
(dans le cadre d'une connexion métrique) ne change pas.

C'est di au fait que le transport parallele conserve le produit scalaire et que le type d'intervalle
d'espace-temps correspond au produit scalaire du vecteur tangent par lui-méme.

C'est pourquoi nous étions fondés a considérer des chemins purement temporels quand nous
avons établi (3.56); pour les chemins de type spatial pur nous aurions obtenu le méme résultat au
signe pres.

Les géodésiques nulles satisfont aussi la méme équation, sauf que le temps propre ne peut pas
étre utilisé (d'autres parametres valides existent, liés par des transformations linéaires).

On peut établir cela soit a partir de la contrainte de transport paralléle du vecteur, soit en
géneralisant la variation de (3.48) pour y inclure les chemins de type autre que spatial.
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"Justification" que I'extremum est un maximum.

Expliqguons maintenant pourquoi les géodésiques de type temps maximisent le temps propre.
Etant donnée une courbe de type temps (géodésique ou quelconque), nous pouvons essayer de
I'approximer, jusqu'a une précision arbitrairement donnée, par une courbe de type nul.

A cet effet, nous considérons une ligne brisée constituée de segments de courbes de type nul,
encadrant la courbe de type temps comme décrit ci-dessous

timelik

null

Si, nous augmentons le nombre de segments, nous allons pouvoir réaliser une meilleure
approximation tout en conservant un chemin de type nul.

Les géodésiques de type temps ne peuvent donc pas étre des courbes qui minimisent le temps
propre puisqu'elles peuvent étre arbitrairement proches de courbes de temps propre nul, en fait
elles maximisent le temps propre. (Note JF : Le temps propre, positif, est un extremum. Comme
il existe des chemins, entre les deux extrémités considérées, de temps propre nul, les lignes
brisées, cet extremum ne peut €tre qu’un maximum).

Rappelez-vous le paradoxe de jumeaux, celui qui reste a la maison, reste sur la geodésique, et
subit le temps propre maximum.

De la possible multiplicité des géodésiques

Soulignons ce que ces propos ont de cavalier. Chaque fois que nous disons "maximise™ ou
"minimise" nous devrions préciser "localement”.

Il n'est pas rare qu'entre deux points d'une variété, il y ait plus d'une géodésique.

Par exemple sur S? nous pouvons tracer un grand cercle entre deux points, définissant deux arcs
"extremum" entre les deux points mais de longueurs manifestement différentes.
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Utilisation des géodésiques pour baliser un voisinage : la carte exponentielle

Un dernier point a souligner, sur les géodésiques avant de passer a la courbure elle-méme, est
leur utilisation pour relier I'espace tangent & un point p au voisinage local de p.

Remarquons que toute géodésique x* (A) qui passe par p peut étre spécifiée par son
comportement en p.

Choisissons A (p) = 0 comme valeur du paramétre et le vecteur tangent en p tel que

ﬁ'f :rj
;:_,x“‘ =0y ke (3.60)

Tel que kM soit un vecteur en p (un élément de Tp,). Alors, il n'y a qu'un point de la variété M
appartenant a cette géodésique correspondant a la valeur A= 1.

Nous définissons la carte exponentielle a p, expp : Tp —* M, via,
exp (k") =z"(A=1), (3.61)

ol x¥ (A) est solution de I'équation géodésique compte tenu de (3.60).

i)
Pour un ensemble de vecteurs tangents k prés du vecteur zéro, cette carte est parfaitement
définie et en fait inversible.
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Donc au voisinage de p, donné par la portée de la carte, pour cet ensemble de vecteurs tangents,
les vecteurs tangents eux-mémes définissent un systéme de coordonnées sur la variéte.

Dans ce systéeme de coordonnées, toute géodésique passant par p s'exprime simplement par

e {A) = A", (3.62)

Pour un vecteur k *approprié.

Géodésiques incompletes

Le domaine peut ne pas étre tout I'espace tangent Ty car une géodésique peut se terminer sur une
singularité qui peut étre interprété comme un "bord de la variété". Les variétés qui incluent de
telles singularités sont dits a géodésique incompléte.

La portée peut aussi ne pas étre toute la variété car des points peuvent ne pas étre reliés par une
géodésique ou a I'inverse plusieurs géodésiques issues du méme point peuvent se couper.

Sans trop rentrer dans les détails des propriétés de la carte exponentielle, du fait que nous
I'utiliserons peu, il était important de souligner que la portée de la carte n'est pas nécessairement
la variété entiére et que le domaine n'est pas tout I'espace tangent. Dans un espace muni d'une
métrique a signature Euclidienne cette restriction est impossible, mais elle est possible dans un
espace-temps lorentzien.

Développons toutefois une application intéressante de la carte exponentielle. Elle peut étre
utilisée pour construire des coordonnées localement inertielles. Cherchons des vecteurs de base
{&q} dans Ty, tels que les composantes de la métrique prennent la forme canonique:

9uv(P) =9({E¢n} {8} )= Muv

Ici g(, ) dénote la métrique considérée comme une forme bilinéaire de T, x Tp vers R, é dénote
un vecteur de base, et les « ' » dénotent la métrique localement inertielle.

Ceci est direct car simplement de I'algébre linéaire.

Partant de n'importe quel ensemble de composants pour g.., Nous pouvons toujours diagonaliser
la matrice et normaliser les vecteurs de base de fagon a obtenir la forme canonique.

Ce qui est plus délicat c'est de trouver un systéme de coordonnées x* pour lequel les vecteurs de
base {é(.)} satisfont a {&(v)} = Ow et 6,9, = 0.

En fait la carte exponentielle nous en donne la solution.
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Pour tout point g suffisamment proche de p il y a un chemin géodésique unique reliant ces deux
points et un parametrage unique de A telle que A(p) = 0 et A(q) = 1.

En p le vecteur tangent k a cette géodésique peut s'écrire comme une combinaison linéaire de nos
vecteurs de base, k = kM é(y).

Les coordonnées recherchées x* sont les coordonnées x*(q) = k"

Autrement dit nous avons défini les coordonnées x*(c) comme les composantes (dans notre base
normalisée {é)} du vecteur tangent k relié a q par exp p.

Coordonnées Normales de Riemann

Ces coordonnées sont appelées les coordonnées normales de Riemann. Nous devons vérifier que
ces coordonnees normales de Riemannn satisfont a 6,9, = 0.

Notons qu'un ensemble de vecteurs de la forme Ak*, pour un vecteur k* donné est relié a la

géodésique par la carte exponentielle. Donc en coordonnées normales de Riemann, une courbe
x¥(4) de la forme

XH(L) = AkH,

va satisfaire I'équation géodeésique.

En fait, toute géodésique passant par p peut étre exprimée de la sorte, pour un vecteur k¥
approprié. Nous avons donc

d2xH/dr 2 =0

sur toute géodésique passant par p dans ce systeme de coordonnées. Mais par I'équation
géodésique nous avons également:

dZX”'/d}nz (p) = 'Fu'p'c'(p)kp'kd

ou k”'= dx?/di. Comme ceci est valide pour k” arbitraire, nous en déduisons que: I*,(p)= 0.
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Utilisons maintenant la compatibilité métrique qui s'écrit:

0= (Guv )io = OoGuv T Yo Gav = T Xov Gur = O

Ceci étant évalué au point p.

Nous voyons que les coordonnées normales de Riemann nous fournissent une solution pour des
coordonnées localement inertielles. Elles ne sont pas uniques: Il existe une infinité de systemes
de coordonnées dans lesquels guv(p) = nuv, €t 0sQ.v = 0, mais si on les développe en série
autour de p ils ne différent des coordonnées normales de Riemann qu'au troisiéme ordre en x*"

Théoremes de singularités

Ce n'est pas seulement un probleme pour les mathématiciens pointilleux, car les "théoremes de
singularités" de Hawking et Penrose stipulent que sous condition d'un contenu de matiére réaliste
(pas d'énergie négative), il est pratiquement certain que l'espace-temps soit du type
géodésiquement incomplet.

Par exemple les deux modeles d'espace-temps les plus utilisés en Relativité Générale - la
solution Schwarzschild décrivant les trous noirs et la solution de Friedmann-Robertson-Walker
décrivant les Cosmologies homogenes, isotropes comportent toutes les deux des singularités
importantes.

Maintenant que nous avons établi les mécanismes de transport parallele et les dérivées
covariantes, nous sommes préts pour aborder la courbure proprement dite.

La courbure est mesurée par le tenseur de Riemann, qui est lui-méme construit a partir de
connexions.

La mesure de la courbure suppose que nous ayons la notion de "platitude” d'une connexion, la
connexion conventionnelle (et habituellement implicite) de Christoffel associée a une métrique
Euclidienne ou Minkowski dispose d'un certain nombre de propriétés que I'on peut associer a la
platitude.

Ceci comprend la propriété de conserver un vecteur, lorsqu'il est transporté le long d'une courbe
fermée, que les dérivées covariantes des tenseurs sont commutatives, et que des géodésiques
initialement paralléles le restent.

Le tenseur de courbure de Riemann

Le tenseur de Riemann est introduit pour etudier comment ces propriétés sont alterées dans un
contexte plus général.
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Nous avons déja montré comment un vecteur transporté parallelement sur une courbe fermée
(boucle) d'une sphere S2 était altéré.

L'altération dépend de la courbure totale embrassee par la boucle.

Il est plus utile d'avoir une description locale de la courbure en tout point, ce que le tenseur de
Riemann est censé nous procurer.

Une maniére classique d'introduire le tenseur de Riemann est d'effectuer un transport paralléle, le
long d'une boucle infinitésimale.

Nous ne suivrons pas cette voie et irons directement au but.
Beaucoup d'ouvrages sont sur ce point soit un peu flottants, soit corrects mais abscons.

Forme générale a priori du tenseur de Riemann

Néanmoins, sans s'embarrasser des détails, nous pouvons voir la forme que la solution doit
prendre. Transportons un vecteur V° sur une boucle définie par deux Vecteurs A* et B

A.u Pao t

v
BY 8

B a, 0)

A"
(0, 0)

Les longueurs infinitésimales des cotés de la boucle sont da et &b, respectivement.

Comme nous savons que l'action d'un transport paralléle est indépendante des coordonnées, un
tenseur doit nous indiquer le changement opéré sur le vecteur par le parcours lorsqu'il revient a
son point de départ.

Ce doit étre une transformation linéaire sur ce vecteur et implique donc un indice et un exposant
(pour redonner un vecteur en sortie). Mais il va aussi dépendre des deux vecteurs A et B qui
définissent la boucle, donc nous allons trouver deux indices pour opérer sur ces vecteurs A* et BY
et les contracter.

De plus, le tenseur doit étre antisymétrique sur ces deux indices, car changer les vecteurs
correspond a effectuer le parcours dans l'autre sens, ce qui donne un résultat inverse.

Ceci est cohérent avec une transformation a I'identique (modification nulle) si les vecteurs A et B
sont identiques. La forme de I'expression traduisant le changement oV , suite au parcours sur la
boucle, se déduit immédiatement :
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VP = (8a)(5B)A"B P, V" (3.63)

ou RPsuyv est un tenseur (1, 3) appelé le tenseur de Riemann (ou simplement “tenseur de
courbure™). Il est antisymétrique sur ses deux derniers indices.

l]—E”I-'.rm-' e _R;I-'.rl-'u o (364)

Si (3.63) représente la définition de tenseur de Riemann, il faut respecter la convention sur
I'ordre des indices, soyons attentifs, car cette convention est arbitraire.

Sachant ce qu'est un transport parallele, nous pouvons décrire trés précisément ce qui arrive au
vecteur au cours de cette opération, et le résultat va étre une formule fonction des connexions
métriques.

Commutateur de dérivées covariantes

Le plus rapide est de considérer une opération connexe, le commutateur (différence entre les
permutations) de deux dérivées covariantes.

Sa relation avec le transport paralléle le long d'une boucle saute aux yeux, car la dérivée
covariante dans une certaine direction mesure le changement du vecteur par rapport a ce qui
aurait été s'il avait été transporté parallélement au méme point (rappelons que par définition elle
est nulle pour un transport paralléle).

Le commutateur de deux dérivees covariantes mesure la différence entre le transport paralléle
d'abord dans une direction, puis dans l'autre et I'inverse.

Vll

v

|

Vi

Le calcul est direct. Considérons un champ de vecteurs VP, nous avons :
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[vrn l$||-'-I_I .‘- P = vu Fu 1 P 'I,E'”'I.E'” 1.”I
= BVVP)—TAVMWVP 4 TL V.V — (63 v)
= BBV + (D T0)V + TRV — ToLAVF —ToT5, V" 13.59)
+T0, AV + T, T0 V> — (p 6 v)

= [&TF — @ Te 4 TA T —TAT W — T VLR

Lher e pA Y e [paee]

Dans la derniére étape nous avons renommeé les indices de sommation et éliminé les termes qui
s'éliminent par anti-symétrisation.

Nous reconnaissons que le dernier terme est simplement le tenseur de torsion et que le membre
de gauche est manifestement un tenseur, donc le terme entre parentheses est un tenseur.

Nous écrirons :
[‘Frn ?”]l_f{l S ']_Eh-l-'.ruu e Tuu.l"v.". V* 1 (366)
Ou le tenseur de Riemann vaut :

s = 8,07 —@,TF 4 T8, T TR TA (3.67)

[t
(Al LT (¥ Fag

L'établissement de cette expression appelle les remarques suivantes : Evidemment nous n'avons
pas démontré que (3.67) est vraiment le méme tenseur que celui défini en (3.63), Mais c'est le
méme (voir Wald pour une démonstration crédible mais tortueuse).

Il peut paraitre surprenant que le commutateur [V.Vy], qui est un opérateur différentiel, agit
multiplicativement (en I'absence de torsion, a n'importe quel niveau) sur un champ de vecteurs.
Le tenseur de Riemann contient la mesure de la part qui est proportionnelle au champ de vecteurs
dans le commutateur, alors que le tenseur de torsion contient la mesure de la part qui est
proportionnelle a la dérivée covariante du champ de vecteurs.

A noter I'absence de dérivees secondes. Remarquons que I'expression de (3.67) est constituée
d'éléments non tensoriels, mais nous pouvons Vérifier par les lois de transformation que le
résultat est un authentique tenseur. L'antisymétrie de RPsuv Sur ses deux derniers indices est
immédiate, au vu de la formule et de son établissement.

Nous avons construit le tenseur de courbure directement a partir de la connexion, sans référence
a la métrique. Nous avons pris soin d'établir la formule de facon a ce gu'elle soit valable quelle
que soit la connexion (métrique ou non) indépendamment de la torsion. En utilisant notre
technique habituelle nous pouvons généraliser I'action de I'opérateur [V,Vs] sur un tenseur de
rang quelconque :

Cela donne;
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Une notion utile est le commutateur de deux champs de vecteurs qui est un troisieme champ de
vecteurs de composantes :

[X, Y = X*aY" - Y a.X" . (3.69)

Le tenseur de Riemann et le tenseur de torsion qui sont tous deux des applications multilinéaires,
ont des expressions élégantes en termes de commutateur. Si on considére la torsion comme une
application multilinéaire entre deux champs de vecteurs en produisant un troisiéme nous avons :

T(X,Y) = Vx¥ = VoX — [X, ¥], (3.70)

Et si on fait de méme pour le tenseur de Riemann, nous avons :
RIX.Y)Z=VxVyvZ -—VyVx7Z - "le_1.-]f ; (3.71)

Dans ces expressions, la notation Vx représente la dérivée covariante le long du champ de
vecteur X, de composantes Vx= XtV ,.

Remarquons que les vecteurs X et Y dans (3.71) correspondent aux deux indices antisymétriques
dans la forme décrivant les composantes du tenseur de Riemann.

Le dernier terme de (3.71), relatif au commutateur [X, Y], s'annule quand X et Y forment une base
des champs de vecteurs car [0y, ov] = 0, ce qui explique que ce terme ne soit pas présent dans
notre formule originale du commutateur de dérivées covariantes.

Nous n'utiliserons pas souvent cette notation, mais vous pourrez étre amenés a la rencontrer,
autant savoir ce qu'elle signifie.

Ayant défini le tenseur de courbure comme un objet qui caractérise la connexion, en Relativité
Générale, nous utiliserons essentiellement la connexion métrique (Christoffel).

Dans ce cas la connexion dérive directement de la métrique, et la courbure peut a juste titre étre
interprétée comme celle de la métrique elle-méme. Cette identification donne un sens a notre
notion informelle qui nous fait assimiler les espaces pourvus de métriques de type Euclidien ou
Minkowskien a des espaces plats.
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Dans un espace ou les composantes du tenseur métrigue sont constantes, le
tenseur de Riemann est nul et réciproquement

En fait, dans un espace ou les composantes de la métrique sont constantes, dans un certain
systeme de coordonnées, le tenseur de Riemann est nul, et réciproquement si le tenseur de
Riemann est nul, on peut trouver un systéme de coordonnées ou les composantes de la métrique
sont constantes.

La premiére proposition est immédiate, car si dans un systéme de coordonnées, dsguv = 0 (en
tous points), alors I'Pww= 0 et ds [Py = 0; donc RPsyuy = 0 par (3.67).

Comme c'est une équation tensorielle, si c'est vrai dans un systeme de coordonnées, c'est vrai
dans tous.

Donc la nullité du tenseur de Riemann est une condition nécessaire pour pouvoir trouver un
systéeme de coordonnées ou les composantes du tenseur métrique gy sont constantes partout.

C'est aussi une condition suffisante, bien que ce soit un peu plus difficile de la montrer.
Commencons par choisir une systéme de coordonnées Normales de Riemann au point p, tel que
guv = Muv en p. (Ici nous utilisons nuy dans le sens général d'une matrice diagonale d'éléments +1
ou -1 . L'arrangement des +1's et -1's dépend de la forme canonique de la métrique, mais
n'apporte rien dans la présente argumentation. Notons les vecteurs de base en p par &g, de
composantes €%, . Par construction, nous avons :

i,r_.,l.,ﬁ'i'”]ﬁ'l:'ulip:l = M. - (3.72)

Réalisons maintenant un transport parallele de la base entiére de p vers un autre point g, La
nullité du tenseur de Riemann nous garantit que ce transport va étre indépendant du chemin pris
entre p et q. Comme un transport parallele sur une connexion métrique conserve le produit
scalaire, cela implique :

Fap () () = o - (373)

Nous avons donc défini une base dans laquelle les composantes de la métrique sont constantes.
Cela parait totalement anodin, et peut étre réalisé dans n'importe quelle variété, indépendamment
de la courbure. Ce que nous voulons montrer est que ceci est une base de coordonnées (ce qui ne
sera vrai que si la courbure est nulle). Nous savons que si les vecteurs &g sont une base de
coordonnées, leur commutateur s'annule :

(& €] = 0. (3.74)
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Ce que nous cherchons, c'est la réciproque : Si le commutateur s'annule, nous pouvons trouver
des coordonnées y* telles que &) = oloyH.

Le théoréme de Frobenius nous confirme I'exactitude de cette hypothese.

La demonstration est plutdt touffue et faire appel a un arsenal mathématique conséquent, nous
I'admettrons donc et les esthetes pourront toujours se rassurer en consultant Schutz's
(Geometrical Methods).

Malgré tout, nous voudrions démontrer (3.74) pour les champs de vecteurs que nous avons
établis. Utilisons (3.70) definissant la torsion:

Etar€0] = Va0 — Ve — T(80:€0) - (3.75)

La torsion est nulle par hypothese. La dérivée covariante s'annule aussi, compte tenu de la
méthode de construction du champ de vecteurs (ils résultent d'un transport paralléle sur des
chemins arbitraires. Si ces champs ont été transportés sur des chemins quelconques, en
particulier ils peuvent étre transportés le long des vecteurs &y, , et leurs dérivées covariantes
dans cette direction vont étre nulles.

Alors (3.70) implique que le commutateur s'annule et que par consequent nous pouvons trouver
un systeme de coordonnées y* dont ces champs de vecteurs sont les dérivées partielles. Dans ce
systeme de coordonnées la métrique va avoir les composantes nuv, COmme souhaité.

Les (anti)symétries du tenseur de Riemann

Le tenseur de Riemann, du fait de ses 4 index a n* composantes dans un espace a n-dimensions
L'antisymétrie du tenseur (3.64) réduit a n(n - 1)/2 le nombre de composantes indépendantes sur
les deux derniers index et nous laisse n*(n - 1)/2 composantes indépendantes.

Si nous considérons une connexion de Christoffel, nous trouvons d'autres symétries qui réduisent
encore ce nombre de composantes indépendantes. Intéressons-nous a cela :

Construisons le tenseur de Riemann avec tous les index bas :

'rE'.'-'rrm = flad l]?.l'|-'.l'|'1u : (376)

Considérons les composantes de ce tenseur en Coordonnées Normales de Riemann au point p.
Alors les symboles de Christoffel vont s'annuler, bien que leurs dérivées ne s'annulent pas.

Nous avons donc
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Dans la seconde ligne nous avons utilisé le fait que 0.g* = 0 en coordonnées normales de
Riemann et dans la troisieme ligne, le fait que les dérivées partielles commutent. De cette
expression, nous remarquons immédiatement deux propriétés de Rpspv. Il est antisymétrique dans
ses deux premiers indices,

R.‘I-‘.l' (AN E e 4.7 'I_El-\.'l'.'ll'll-' i (378)
Et il est invariant par I'échange de la premiére paire d'indices avec la seconde.
R.'-'.r e = l]?m-'.'-'.r . (379)

En poursuivant I'étude (ce que nous vous laissons le soin de faire) nous mettrions en évidence
que la somme de des permutations cycliques sur les trois derniers indices est nulle.

l]?u'l-'.rl'll-' + R.‘ll’ll-’-"’ + R.‘ll-’-‘."l’] . {-] . (380)

Cette derniere propriété peut s'énoncer comme la nullité de la partie antisymétrique sur les trois
derniers indices, soit :

-rE'.-.|n”.J] =1. (3.81)

Toutes ces propriétés ont été établies dans un systéeme de coordonnées particulier, mais s'agissant
d'équations tensorielles, si elles sont valables dans un systeme de coordonnées, elles le sont dans
tous.

Ces propriétés ne sont pas toutes indépendantes, et moyennant un petit effort, on peut trouver
que (3.64), (3.78) et (3.81) ensembles impliquent (3.79). L'interdépendance logique ne doit pas
nous troubler outre mesure, I'important est I'existence de ces propriétés.

Compte tenu de toutes ces relations entre les composantes, combien en reste-t-il
d'indépendantes?
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Commengons par l'antisymétrie de Rpopv SUr Ses deux premiers indices, sur ses deux derniers
indices, et la symétrie entre ces paires. Nous pouvons nous représenter cela par une matrice
symétrique Rppojpuv, OU les paires po et uv jouent le réle d'index. Une matrice symétrique m x m
a m(m + 1)/2 composantes indépendantes alors qu'une matrice n x n antisymétrique a n(n - 1)/2
composantes indépendantes. 1l s'ensuit que le nombre de composantes indépendantes est :

171 1 | S : ..
| =nfr —1}| | =nfm = 1) = —(n* — 2n° 4+ 3n? — In)
5 [Ew‘ﬂ ].I] [Enlj'e 1)+ ]] glniis in + dn 2n) (3.82)

Nous n‘avons pas encore tenu compte de (3.81). L'effet immédiat de (3.81) est que la totalité de
la partie antisymétrique du tenseur de Riemann s'annule :

Rlpap] = 0 . (3.83)

En fait, cette équation, plus les autres symétries (3.64), (3.78) et (3.79) impliquent (3.81), ce qui
peut étre montré facilement en développant (3.83) et en réarrangeant les termes résultants. Donc
(3.83) est équivalent a appliquer (3.81), quand les autres symétries ont été appliquées. Combien
de contraintes complémentaires résultent de cette relation ? Décomposons comme suit :

R.‘L‘I’ [dFE = -.!I:.'I.'I' [ FE + R!.‘I.‘I’ il |.|] g (3.84)

Il est facile de voir que tout tenseur a 4 index entierement antisymétrique est bien sur
antisymétrique entre ses premiers et derniers indices, et symétrique par échange des deux paires.
Donc ces propriétés sont des contraintes indépendantes liées a (3.83), de Xoouv, de celles déja
prises en compte.

Un tenseur totalement antisymétrique a 4 index a n(n - 1)(n - 2)(n - 3)/4! Termes indépendants, et
donc (3.83) réduit le nombre de composantes indépendantes par cette valeur. Il nous reste

] - T ] ] -} 3
§|:-”'1 — 20+ 3n® — ) — ﬁnfjt —1j{r —2){n—13) = ]—‘}'.'E'IL'.'E' — 1) (3.85)

composantes indépendantes du tenseur de Riemann.
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En guatre dimensions, le tenseur de Riemann a 20 composantes indépendantes

En quatre dimensions, le tenseur de Riemann a 20 composantes indépendantes. (En une
dimension, il n'en a aucune). Ces vingt fonctions correspondent précisément aux vingt degrés de
liberté des dérivees secondes de la métrique que nous n‘avions pas pu annuler par un changement
de coordonnées. Cela devrait nous conforter dans le choix de ce tenseur pour représenter la
courbure de I'espace. En plus des symétries algébriques du tenseur de Riemann, qui contraignent
le nombre de composantes indépendantes en chaque point, il obéit a une identité différentielle
qui contraint ses valeurs relatives en différents points.

Considérons la dérivée covariante du tenseur de Riemann évalué en coordonnées normales
riemanniennes :

T.'\ l]?.'-;r Ly — ":-j"- R.-.,., [au

1
% Efj"" l:“fj“fjaﬂ.'-w il rl*:j."ﬂlaer — a0 oo T+ fj.afj.--ﬂnrr] X (386)

Considérons les permutations cycliques sur les trois premiers indices.

F.\R.'U:rm-' = v.‘l R_.,_‘:,,-“, + lFi:r 'rE'.'ﬁ.'lrJl-'
1
7% Elluﬂ.".f;}rlfi'rﬂ."u o f_j."n‘:jnf;}."ﬂw o fj.'ﬁﬂwf aflpp =5 fj-"'fj"ﬂf'ﬂf”'
+'|:.j|.-|'- r]'l:.:-i_'l.ﬂ;ru 2 'I:.jl.f rJ'r-_:}:rﬂl.l_ll' ot -l'-jll,r- |-"':-:}."|H-"'I'J + fj.'-fjb'fi'rﬂﬁ.'\ (3.87)
+'|;j-:r":-:jufj.'lﬂ."w e ‘;-j:r f_:_i'” 'r-j."lflrl-'.'l & 'Ej:rfjlfa.'-ﬂ.\ e ";-j:" ‘:-:jl-'f-:j-"l.flrrl f-]

L'identité de Bianchi

Comme c'est une équation tensorielle elle est vraie dans n'importe quel référentiel. Nous voyons
que l'antisymétrie Rpopv = - Ropuv, NOUS permet d'écrire ce résultat sous la forme :

lG'l."n'J_Ell-u'r]m-' = U . (388)

Ceci est appelé I'identité de Bianchi. (Remarquons que pour une connexion gquelconque nous
aurions des termes supplémentaires relatifs au tenseur de torsion. Elle est en relation étroite avec
I'identité de Jacobi (vous pouvez le démontrer) car au fond, elle exprime que

[[¥2: V) Vo] + [[V51 Vol Va] + [V Vs V] = 0. (3.89)
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Le tenseur de Ricci

Il est souvent utile de considérer les contractions du tenseur de Riemann. Méme sans métrique,
nous pouvons le contracter pour donner le tenseur de Ricci :

IiI_Elru-' — R:" [TRYTRE (3.90)

Remarquons que pour un tenseur de courbure formé a partir de connexions quelconques (pas
forcement de Christoffel), il y a plusieurs contractions possibles. Notre intérét principal portant
sur la connexion métrique (Christoffel), nous voyons que (3.90) est la seule contraction
indépendante possible, a la convention de signe prés. Le tenseur de Ricci associé a une
connexion métrique est symétrique, du fait des symétries du tenseur de Riemann.

Ruu — 'rEll-'l'J 5 (3-91)
Le scalaire de Ricci

En utilisant la métrique nous pouvons opérer une contraction complémentaire pour produire le
scalaire de Ricci :

lrE' = ']_E'” = ﬂ”” IJ—E‘rJ (LR (392)

Une forme particuliérement utile de I'identité de Bianchi est obtenue a partir de (3.87) en la
contractant deux fois,

ﬂ S ﬂuaﬂuhllv.'\ﬁ;ﬂm-' + v.‘-']?-:r.'ﬁm-' -+ v-'r']?."..'-rn-']

= V'R, — V,R+V'R,, , (3.93)

soit

Tu R;I” L ETR ; (394)

Le tenseur d'Einstein

A l'inverse de la dérivée partielle, il est parfaitement legal d'élever un index sur la derivee
covariante, du fait de la compatibilité métrique. Si nous définissons le tenseur d'Einstein par :
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s 1
I!----"m-' = l:?rw e Enﬂru-' 3 (395)

Nous voyons que l'identité de Bianchi deux fois contractées (3.94) est équivalente a :
A% '!--:m-' - {J . (396)

Le tenseur d'Einstein qui est symétrique du fait de la symétrie du tenseur de Ricci et de la
métrique est de la plus haute importance en Relativité générale.

Le tenseur de Ricci et le scalaire de Ricci contiennent de I'information sur les "traces" du tenseur
de Riemann.

Le tenseur de Weyl

Il est parfois utile de considérer séparément les morceaux du tenseur de Riemann non décrit par
le tenseur de Ricci. C'est le tenseur de Weyl, qui est construit a partir du tenseur de Riemann en
lui retirant toutes ses contractions. Il s'exprime en n dimensions par

4
(n—1){n—2)

a2

Coopr = Rpepu — [Tt o Ej (ﬂ.-qu Rl-']-'r = Haln 'I-E'l"].l.') il

'rE'.':Ir.'l|r1 .':Irl-]-':r A (397)

Cette formule alambiquée est concue de sorte que toutes les contractions possibles de Cpopv
s'annulent, tout en retenant toutes les symétries du tenseur de Riemann:

Er.'-:m-' p— I:--‘|.'-1']|r1|-'] 1
':-:r.'wrn- — E'Irjls.'w 3 (398)
I!---1.'-|-"rr1|-'] = 0.

Le tenseur de Weyl n'est défini qu'a partir (et au-deld) de 3 dimensions, et en trois dimensions, il
est nul. Pour n > 4, il satisfait une version de l'identité de Bianchi.

i (m —3)
vl T _E
it (m —2)

i

1
v e . |-er - A
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Le tenseur de Weyl est invariant par une transformation conforme

Une des propriétés les plus importantes du tenseur de Weyl est qu'il est invariant par une
transformation conforme.

Ceci signifie que si on calcule Cpsuv pour une metrique guv, et qu'on le calcule de nouveau pour
une métrique donnée par Q2 () guv, , ol £2(x) est une fonction non nulle de I'espace-temps, on
obtient la méme chose.

Pour cette raison, il est souvent appelé le "tenseur conforme".

Le tenseur de Weyl et la classification de Petrov-Pirani

Comme un espace-temps vide est caracterisé par le tenseur de Weyl (tenseur conforme), cette
classification, Petrov A.Z (1954), Pirani F.A.E (1957), permet de cataloguer des types d’espace-

temps vides particuliers par le nombre de valeur propres du tenseur de Weyl considéré comme
un opérateur C%n, s’appliquant sur des bi-vecteurs (tenseurs & deux indices) soit :

X3 — 7 C X,

Ces valeurs propres A caractérisées par

YCBpX™, =] X2,

vont déterminer les niveaux de symétrie de ce tenseur.

On peut avoir de 1 a 4 valeurs propres différentes dont les combinaisons donnent :

Type | : quatre directions principales nulles,

Type Il : une direction double et deux directions simples principales nulles,
Type D : deux directions doubles nulles,

Type I11: une direction triple et une direction simple principale nulles,
Type N: une direction quadruple principale nulle,

Type O : le tenseur de Weyl s’annule.

Interprétation physique
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En Relativité Génerale les différents types de Petrov algébriquement spéciaux peuvent
s’interpréter physiquement, la classification résultante étant quelquefois appelée la classification
des champs gravitationnels.

Les régions de type D sont associées aux champs gravitationnels d’objets massifs isolés, comme
les étoiles. Plus précisément le type D est associé au champ gravitationnel d’un objet qui est
complétement caractérisé par sa masse, sa charge électrique et son moment angulaire (Un objet
plus genéral a des moments multipolaires d’ordre plus élevés non nuls).

Les deux directions nulles principales définissent les congruences nulles radiales entrantes et
sortantes prés de 1’objet qui est la source du champ.

Le tenseur gravito-électrique (tenseur de marée) dans une région de type D ressemble beaucoup a
son cousin Newtonien décrit par un potentiel gravitationnel de type Coulombien. Un tel champ
de marée se traduit par une élongation dans une direction et une compression dans les directions
orthogonales, les valeurs propres ont le profil (-2, 1, 1).

Par exemple une capsule spatiale en orbite autour de la Terre subit une élongation radiale
minuscule et une compression minuscule dans les directions orthogonales.

Le champ de marée décroit en O(r3), comme en mécanique Newtonienne ot r est la distance a
I’objet.

A ces valeurs propres dont le nombre (de 1 a 4) dépend des symétries de I’espace-temps, on peut
associer des congruences de vecteurs nuls (quatre différentes dans le cas de symétrie minimum,
jusqu’a une valeur quadruple dans le cas le plus symétrique) et I, ny, dans notre cas.

Le tenseur de Weyl et 'équation d’Einstein

Le tenseur de Weyl ne figurant pas dans 1’équation d’Einstein, il semble qu’il ne soit pas
contraint et qu’on puisse définir de maniéere totalement arbitraire ses dix degrés de liberté. Bien
que nous soyons libres du choix des coordonnées, ce qui correspond a quatre degrés de liberté,
ceci correspondrait quand méme a une indétermination majeure.

De plus, ceci semble en contradiction flagrante avec les déclarations d’Einstein qui affirme que
la géométrie de I’univers est totalement déterminée par la répartition de matiére-énergie.

En fait, on peut montrer, voir Carroll (2003) p. 169-170, que le tenseur de Weyl, dont la structure
est régie par l’identité de Bianchi, est indirectement contraint par une autre eéquation:
differentielle du premier ordre entre le tenseur de Weyl et le tenseur énergie-impulsion et sa trace
qui va donner des solutions dépendant de la répartition de matiére-énergie en fonction de
conditions aux limites.
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Cela se déduit de I’identité de Bianchi. L’équation est : V P Cpopv = 8TG(VuTvis + V5 goruVuiT), T
est la trace de Ty

Cette équation s’apparente a une équation de propagation d’ondes gravitationnelles du fait de son
analogie avec les équations de Maxwell.

1Voir Carroll (2003) p. 169-170

2Cela se déduit de I’identité de Bianchi. L’équation est : V P Cpopy = 8TG(VuTvis + %5 goruVuiT), T est la trace de T.

Apreés ce déluge de formalisme, il est temps de souffler et de regarder ce que la courbure signifie
et représente sur des exemples simples.

Rappelons que d'apres (3.85), en 1, 2, 3 et 4 dimensions il y a respectivement 0, 1, 6 et 20
composantes indépendantes pour le tenseur de courbure.

Tout ce que nous dirons dans ces exemples supposera que la courbure est définie sur une
connexion métrique.

Cela signifie que les variétés unidimensionnelles (telles que S*) ne sont jamais courbées.

L'idée que nous avons de la courbure d'un cercle vient que nous le pensons inclus dans plan
bidimensionnel.

Il 'y a une notion de courbure extrinséque qui caractérise la maniére dont quelque chose est inclus
dans un espace de dimensions supérieures.

Nous nous référons a la courbure intrinseque qui n'a rien a voir avec de telles inclusions.

Courbure intrinséque, courbure extrinseque

La distinction entre courbure intrinseque et extrinseque est également importante en deux
dimensions, ou la courbure a une composante indépendante (En fait toute I'information de
courbure est contenue dans l'unique composante du scalaire de Ricci).

Quelques exemples trompeurs (cylindre, tore)
Considérons un cylindre R x St,
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identify

C_____2 — \—

Bien que de notre point vue, il nous paraisse courbe, il est pourtant clair que nous pouvons
définir une métrique sur le cylindre dont les composantes sont constantes dans un systeme de
cordonnées approprié, en simplement le déroulant et utilisant la métrique du plan. Dans cette
métrique le cylindre est plat. On pourrait introduire d'autres métriques ou le cylindre ne serait pas
plat, mais le point que nous voulons souligner est que cette métrique peut étre rendue plate.
Méme scénario pour le tore.

identify

N e

Nous pouvons construire un tore (S* x S%) & partir d'un carré en joignant et collant les cotés
opposés comme indiqué sur la figure. De nouveau nous reconnaissons une métrique plate, bien
que du point de vue extrinséque, il apparaisse de plus en plus courbe.

Le cas du cone

Un cone est un exemple de variété a deux dimensions avec une courbure non nulle en un seul
point.

Ceci se voit si on déroule le cone, il est alors équivalent a un plan amputé d'un angle formé par
les cotés opposés identifiés (angle de déficit).
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De la métrique résultant de cette définition, on voit que le cone est plat partout sauf au sommet.
Ceci peut étre visualisé en transportant parallelement un vecteur sur diverses boucles. Si la
boucle n'inclut pas le sommet, le vecteur est inchangé, si la boucle inclut le sommet (disons une
fois), alors le vecteur subit une rotation d'un angle égal a I'angle de déficit.

La courbure de la sphere

Un exemple, que nous chérissons particulierement, est celui de la sphere S2 munie de la métrique

ds? = a*(d#* 4 sin® 8 do?) | (3.100)

ol a est le rayon de la sphéere (imaginé représenté dans R®). Sans entrer dans les détails, les
coefficients non nuls de la connexion sont :

l_':q = —smfcosl (3.10)
1_;'; = r’; = ootd . ;
Calculons une composante intéressante du tenseur de Riemann :
Riges = BT%, —8,Th +T5,T) T8 T
= (zin®f —cos® @) — (0) 4 (0) — (— sin f cos ) (cotd) (3.102)

= =in’d .

(La notation est un peu confuse, car la lettre grecque A est un index de sommation alors que les
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lettres grecques fet dreprésentent des coordonnées spécifiques. En abaissant les index nous
avons :

Rogag = o -ri'l"m:---
S (3.103)
= a‘=in .

C'est un jeu d'enfant de verifier que tous les autres composantes de tenseur de Riemann sont
nulles ou égale a celle-1a par symétrie.

Continuons en calculant le tenseur de Ricci via Ruv = g*PRoupv, NOUS obtenons :

Bos = g™ Baaee =1
Rep = Res=10 (3.104)
Ris = g Rape =508 .

Le scalaire de Ricci s'obtient aussi directement :

i 2
R = j.r“ Fos + g7 Ry = F . (3.105)
Donc, sur une variété a deux dimensions, le scalaire de Ricci caractérise complétement la
courbure qui est constante sur une sphére S2. Ceci refléte la propriété de "symétrie maximum®
sur une variété, notion que nous développerons ultérieurement, méme cela vous parait a juste
titre évident. Dans un espace de dimension quelconque, la courbure de l'espace a symétrie

maximum satisfait (pour une constante a) :

2

5 -

i7

R=g% R+ g Ros= (3.106)

Qui est vérifié par cet exemple, comme de bien entendu.

Remarquons que le scalaire de Ricci est constant pour la sphére et est de plus positif. Nous
dirons que la sphére posséde comme le scalaire de Ricci, une courbure positive (nonobstant des
conventions diverses qui au moins convergent sur ce point). Du point de vue d'un observateur
vivant dans la variété, incluse dans un espace Euclidien de dimensions supérieures, s'il est assis
en un point d'un espace a courbure positive, il voit I'espace s'incurver de la méme facon dans
toutes les directions, alors qu'assis en un point d'un espace a courbure négative il le voit
s'incurver de facon opposee dans les différentes directions.
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Courbures positives, négatives

Les espaces 2D a courbure négative ressemblent a des selles de cheval (sans le cheval, bien
entendu).

positive curvature
negative curvature

£
Ceci termine les exemples. Nous allons maintenant introduire, la déviation géodeésique.

La déviation geodesique

Vous savez sans doute que la géométrie Euclidienne s'appuie sur le postulat des paralleles qui ne
se rencontrent jamais. Dans un espace courbe, ceci n'est plus vrai, sur une sphere, des
géodésiques paralléles en un point peuvent se couper. Nous nous devons de quantifier cette
propriété dans un espace courbe arbitraire. Premier probleme, la notion de parallele ne se
généralise pas naturellement d'un espace plat a un espace courbe.

Nous allons donc construire une famille de géodésique a un parametre ys (t). Pour chaque s e R
, Vs est une géodésique paramétrée par le parametre affine t. L'ensemble de toutes ces courbes
définit une surface continue a deux dimensions (inclus dans une variété M de dimension
supérieure quelconque). On peut choisir s et t, comme coordonnées pourvu que nous ayons
choisi une famille de géodésiques qui ne se coupent pas. La surface entiére est alors I'ensemble
des points x* (s, t) € M.

Nous avons deux champs de vecteurs naturels : les vecteurs tangents aux géodésiques.

fj:}:”

TH= — | 3.107
i ( )

Et les vecteurs de "déviation "

i O (3.108)
f_:J'l.'\

Cela vient de la notion informelle que S* pointe d'une géodésique vers ses voisines.
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S

L'idée que S* pointe d'une géodésique vers la suivante suggere de définir la "vitesse relative des
géodeésiques".

V¥ = (Np5)* =TV , 5" , (3.109)
et " I'accélération relative des géodésiques,”
at = (VrV)r = TPV, Ve | (3.110)

Pour les noms, ¢a se discute, mais ce qui est sdr c'est que ces vecteurs existent bien. Comme S et
T sont les vecteurs de base du systeme de coordonnées, le commutateur s'annule.

[S, T] = 0.

Considérons le cas standard ou la torsion est nulle, alors de (3.70) nous tirons :
SN T e TEN B (3.111)

Tenant compte de cela, calculons I'accelération :
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a* = TPV, [T°V,.5%)
= TPV, (S°V, T
= (T°V, 8 )V, T +T°5"V V. T"
= (8°V, T°)(V.T") + TP5~(V.V,T" + B, . T)
= (87 T°)V.T" + 5V (T°V,T")— (V. T\V,T* + R*, . T“T* 5"
— P e b g A

(3.112)

Examinons cette expression ligne par ligne.

La premiere ligne est la définition de aV, et la seconde ligne résulte de I'application de (3.111).
L'application de la regle de Leibniz donne la troisieme ligne.

La quatrieme ligne est obtenue en remplacant la double dérivée covariante par les dérivées en
sens contraires plus le tenseur de Riemann.

La régle de Leibniz est de nouveau utilisée pour produire la cinquiéme ligne (dans I'ordre inverse
a celui habituel), et nous éliminons deux termes identiques et remarquons que le terme invoquant
TPV, TH s'annule car T* est un vecteur tangent a une géodésique.

Il vient :

L'équation de déviation géodésique

D3 :
o = 5" = B, T'TPS” (3113)

Cette formule est appelée I'équation de déviation géodésique Elle exprime quelque chose qui
était prévisible : I'accélération relative entre deux géodésiques est proportionnelle a la courbure.

D'un point de vue physique, lI'accélération entre géodésique voisines est interprétée comme la
manifestation des forces de marée.

Cela nous rapproche de la physique.

Connexions non métriques

Le dernier aspect formel a traiter avant de nous intéresser a la gravitation concerne le formalisme
précis des connexions et de la courbure. Cette fois nous allons utiliser un ensemble de vecteurs
de bases de I'espace tangent qui n'est pas dérivé d'un quelcongue systéme de coordonnées.

Il apparait que cette nuance, dans lI'approche, nous révele un autre aspect de la connexion et de la
courbure, ou les relations avec les théories de jauge de la physique de particules sont plus claires.
Les concepts que nous introduisons sont plutdt immédiats, mais la notation est cauchemardesque,
ce qui fait apparaitre la chose plus complexe qu'elle n'est.
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Jusqu'a présent nous avons tenu compte du fait qu'une base naturelle de I'espace tangent Tp a un
point p est donné par les derivées partielles respectivement aux coordonnées en ce point &gy = oy.
Itou pour I'espace cotangent T'p ou la base est donnée par les gradients des fonctions des

coordonnées, #'*) = dx+. Rien ne nous interdit de prendre une autre base. Supposons qu'en
chaque point de la variété nous introduisons un ensemble de vecteurs de base € (indexé par une
lettre latine plutdt que grecque pour nous rappeler que nous ne faisons pas référence a un
systéeme de coordonnées).

Base orthonormeée, de vecteurs, non dérivée des fonctions de coordonnées

Nous choisirons ces vecteurs orthonormés, au sens approprié a la signature de la variété que nous
considérons. Si la forme canonique de la métrique est écrite map, NOus imposons au produit
scalaire des vecteurs de base la condition :

Gl €fa)r Eq8) ) = Rab 4 (3.114)

Ou g(, ) est le tenseur métrique habituel. Alors dans un espace lorentzien nan, représente la
métriqgue de Minkowski, tandis qu'une signature définie positive représentera une meétrique
d'espace Euclidien.

Tétrades, Vielbeins

L'ensemble des vecteurs constituant une base orthonormée est quelquefois appelée une tétrade
(grec), (vielbeins en allemand). Dans des espaces de dimensions différentes ils sont selon la
circonstance appelés triade (3), ... etc. Comme nous ne pouvons pas en général couvrir la
variété avec un seul diagramme de coordonnées, nous ne pourrons pas trouver un ensemble de
vecteurs de bases définis partout. Nous procéderons comme d'habitude par morceaux d'espaces et
opérerons leur recollement sans raccord en normalisant les recouvrements par une application
bijective;

Etant donné cette base, un vecteur quelconque peut s'exprimer par une combinaison linéaire des
vecteurs de bases. En particulier nous pouvons exprimer nos anciens vecteurs de base &) = du en
fonction des nouveaux :

o

€1n) = €,8(a) (3.115)

Les composantes de €%, forment une matrice n x n inversible. (Conformément a notre habitude
de confondre les objets et leurs composantes, nous nous réfererons a e, en tant que tétrade, et
souvent au pluriel & "tétrades.”). L'inverse sera noté, en inversant les index e#,, il satisfait
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TN SRR
£ € i

¥l TR |

[ T | s =l
€ty b (3.116)

Elles sont les composantes des vecteurs € dans la base de coordonnées:

s

€(a) = €LE(L) - (3.117)
Exprimé en termes d'inverse des triades, (3.114) devient

o I
v Ca€p = TMab 4 (3.118)

Soit également

R
G = €€ ai - (3.119)

La derniére équation fait dire a certains que les tétrades sont les racines carrées de la métrique.
Nous pouvons faire de méme pour établir une base orthonormée pour les formes monolinéaires

dans T, que nous noterons ') Nous pouvons les choisir de facon a ce qu'ils soient
compatibles avec la base de vecteurs dans le sens ou

8 (éw) = &2 (3.120)

Comme conséquence immédiate de ceci, les formes mono linéaires orthonormées sont liées a
leurs cousins #'*) = dx» définis dans la base de coordonnées par

4 — eo ) (3.121)
et
§la) = e2glo) | (3.122)
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Les tétrades e, ont alors un double usage : composantes des vecteurs de la base de coordonnées
dans la base orthonormée et composantes des vecteurs de la base orthonormée de formes mono-
linaires dans la base de coordonnées des formes mono linéaires, tandis que l'inverse des tétrades
sont les composantes des vecteurs de la base orthonormée dans la base de coordonnées et les
composantes de la base de coordonnées des formes mono linéaires dans la base orthonormée.
Tout autre vecteur peut s'exprimer par ses composantes dans la base orthonormée. Si un vecteur
V s'écrit VH é(u) dans la base de coordonnées et V2 é(x)dans la base orthonormée , les ensembles
de composantes satisfont a :

Ve = ’_: | il (3123)

Donc les Tétrades nous permettent de passer des indices latins aux grecs et vice versa. La
propriété sympathique des tenseurs, qui est que compte tenu du placement des index, il n'y a
gu'une chose a peu prés sensée que l'on puisse faire nous est d'un grand secours ici. Nous
pouvons donc enchainer et appliquer cela a des tenseurs sur leurs multiples index méme mixtes.

1!

V=V =gV, =gy, . (3.124)

Retournant a (3.118), nous voyons que les composantes du tenseur métrique dans la base
orthonormée sont précisément celles d'une métrique plate, 7a (pour cette raison on qualifie
souvent les index grecs de courbe et les index latins de plat) En fait rien ne nous empéche
d'élever ou abaisser les index latins en utilisant la métrique plate et son inverse 72°. Vous pouvez
veérifier que cela donne des résultats parfaitement corrects (abaisser un index avec la métrique
fait passer d'une base orthonormée a une base de coordonnées).

En particulier, notre définition des tétrades inverses est cohérente avec notre notion habituelle
d’¢élévation et d’abaissement d’indices.

e'a = g“'nane)” (3.124-bis)

Nous avons introduit les tetrades e,* comme composantes d’un ensemble de vecteurs de bases,
évalués dans une base différente. Ceci est revient a les considérer comme les composantes d’un
tenseur (1,1).

e=e2dx"® &g (3.124 ter)
@

Un tenseur que nous connaissons et apprécions est le tenseur « identité ». En appliquant ce
tenseur sur un vecteur, nous obtenons le méme vecteur, dans une base différente. C’est ce que
montre (3.123). De méme, si nous utilisons la tétrade inverse pour convertir un index latin de e,
en un index grec, conformeément a (3.116), nous obtenons ¢*, qui est I’application identité sur les
vecteurs et 1-formes. Ce point mérite d’étre souligné, car nous pourrions choisir d’interpréter ,2
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comme un ensemble de composantes d’un vecteur (certains ouvrages le font), auquel cas la
dérivée covariante paraitrait différente.

En introduisant un nouvel ensemble de vecteurs de bases et de formes mono linéaires, nous
devons retourner a notre sujet favori, les propriétés de transformation. Nous avons toujours
prudemment déclaré que la loi de transformation des tenseurs n'était qu'une conséquence
indirecte des transformations de coordonnées. Maintenant, nous avons une base non définie a
partir des coordonnées et cette base peut étre changée indépendamment des coordonnées, la seule
contrainte (3.114) étant qu'elles soient et restent orthonormées. Mais nous savons quelles
transformations conservent la métrique plate, dans une métrique Euclidienne & signature positive
ce sont les transformations orthogonales, tandis que dans une métrique a signature Lorentzienne,
ce sont les transformations de Lorentz. Nous considérons donc des changements de base de la
forme :

Eta) —F €(an = Aa(T)Eray (3.125)

Ou les matrices Aq«?(X) représentent des transformations dépendantes de la position qui en
chaque point conservent la forme canonique de la métrique.

.I.'III._J ,.'J .'.‘Lnl_llll.l'llli'.'j i 'I|rl J U (3126)

En fait ces matrices correspondent a ce que nous avons appelé en espace plats la transformation
inverse de Lorentz (qui opere sur les vecteurs de base), comme avant nous avons aussi les
transformations de Lorentz normales A%,, qui transforment une base de formes mono linéaires.
En termes de composantes, comme avant les index hauts sont transformés par A%, et les index
bas sont transformés par Aa®.

Transformations locales de Lorentz ( LLT), Transformations générales de
coordonnées (GCT)

Nous avons donc la possibilité de réaliser une transformation de Lorentz (ou une simple rotation
Euclidienne selon la signature) en chaque point de I'espace. Ces transformations sont appelées en
conséquence transformations locales de Lorentz (LLT). Nous pouvons toujours changer de
coordonnées, par des transformations generales de coordonnées (GCT). Nous pouvons
combiner ces deux opérations, le résultat étant un tenseur mixte pour la loi de transformation.
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T s = A2 Poi (3.127)

Transposer notre connaissance sur les tenseurs dans des bases qui ne sont pas celles de
coordonnées, est principalement un exercice de manipulation de tétrades, en respectant
scrupuleusement les emplacements. L'exception cruciale concerne la différentiation. Dans notre
formalisme habituel, la dérivée covariante d'un tenseur est formée de la dérivée partielle et de
termes correctifs, un pour chaque index invoquant le tenseur et les coefficients de connexion.

Connexion de spin

La méme procédure va s'appliquer pour des bases différentes de celles de coordonnées, mais en
remplacant les coefficients de connexion habituels I,y par une connexion de spin notée m,%.
Chaque index latin correspond a au facteur de connexion de spin comme d'habitude.

Tn -!Il-’ % h = f;j” -Y:J h + Lty 7 a -!I:I: B '-":ul:h -Y = | s (3128)

(Le nom "connexion de spin” vient de ce gu'elle est utilisée pour prendre les dérivees covariantes
des spineurs, ce qui n'est pas possible avec les coefficients de connexion habituels).

En présence d'une combinaison de lettres latines et grecques, nous avons des termes correctifs
des deux types.

La contrainte d'indépendance d'un tenseur vis a vis de sa représentation, nous permet de dériver

des relations entre la connexion de spin, les tétrades et les I" vy . Considérons la dérivée
covariante d'un vecteur X, d'abord dans une base de coordonnées.

VX = (V. X"dz*® d.

= (A X"+, XMde* @ d, . (3.129)

Maintenant intéressons- nous au méme objet dans une base mixte et convertissons le dans la base
de coordonnées.

VX = (V. X%")dz" @ éw.
= (3. X"+w, Xt Jdz* @& €(a)
= (D02 X") 4w, et XM )" @ (e78,) (3.130)
= e(eld X"+ X"l + .;-;,,"‘J,r’; XYdz" @ 8,

Iy L o & a A II & a ! o
= [8,X"+8,5X* + e, X )dz" g 9, .
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La comparaison avec (3.129) révéle :

2 2 - s -
:’J e F.!J {"il”'- J'. 3 F.!J 5 _i'.-":u J-'.l 5 (3.131)
Soit :
R S .".'l-l-' A 2
Wy b Bty — G UaEy - (3132)

En triturant quelque peu I'expression, nous pouvons I'écrire sous forme d'annulation de la dérivée
covariante de la tétrade,

V€% =0 (3.133)

Ceci est quelquefois appelé le "postulat des tétrades". Remarquons que ceci est toujours vrai, pas
besoin de la moindre hypothése sur la connexion pour I'établir. En particulier la connexion n'a
pas besoin d'étre métrique et sans torsion.

Comme la connexion peut étre interprétée comme quelgque chose de nécessaire pour rendre la loi
de transformation de la dérivée covariante, il n'est pas surprenant que la connexion de spin
n'obéisse pas a la loi de transformation des tenseurs. De fait, lI'index bas grec se transforme
correctement en forme mono linéaire par la transformation générale de coordonnées (GCT).

Mais la connexion de spin se transforme de fagon non homogeéne par la transformation locale de
Lorentz (LLT) selon

wo® = A% o Aptr, % — AptBLAT L (3.134)

Nous vous invitons a Vérifier que cela résulte de la transformation propre de la dérivée
covariante.

Pour l'instant nous nous tenus a un formalisme abstrait, transposant ce que nous savions dans une
nouvelle notation. Mais ce travail nous apporte deux choses. Le premier auguel nous avons déja
fait allusion, est la possibilité de décrire des champs de spineurs dans I'espace-temps et d'en
prendre la dérivée covariante. Nous ne poursuivrons pas cette piste. La seconde est un
changement de point de vue sur les tenseurs permettant de les considérer comme des formes
différentielles valorisées tensoriellement

Par exemple un objet comme X,? que nous décrivons comme un tenseur mixte de type (1, 1)
peut aussi étre représenté par une "forme mono linéaire a valorisation tensorielle"(les arguments
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de la forme sont des tenseurs). Il a un indice grec et nous pouvons y voir une forme mono
lineaire, mais il y a un vecteur qui correspond a chaque valeur de l'indice. De méme un tenseur
A%, antisymétrique en et 1, peut étre interprété comme une forme bilinéaire valorisée par un
tenseur(l, 1).

Alors, un tenseur avec quelques indices grecs antisymetriques et quelques index latins peut étre
interprété comme une forme différentielle, prenant ses valeurs dans la partie tensorielle.
D'habitude les formes différentielles sont valorisées par des scalaires L'intérét de ce point de vue
est manifeste quand nous considérons les dérivees extérieures. Si nous considérons X,* comme
une forme mono linéaire valorisée par des vecteurs, nous sommes tentés d'en prendre la dérivée
extérieure:

K% S B s . il (3.135)

Il est facile de vérifier que cet objet se transforme comme une forme bilinéaire (c.a.d selon la loi
de transformation des tenseurs (0, 2) par GCT's (transformation générale de coordonnées), mais
pas comme un vecteur par LLT's (les transformations de Lorentz dépendent de la position, ce qui
introduit un terme inhomogene dans la loi de transformation). Mais on peut y remédier en
utilisant judicieusement une connexion de spin qui joue le réle de forme mono linéaire, (pas une
forme mono linéaire dont les arguments sont des tenseurs du fait de la non tensorialité de la loi
de transformation (3.134).) Alors l'objet

Lo dieE MATE A g T ) Sl . L SRR B R (3.136)

comme vous pouvez le vérifier, se transforme comme un tenseur.

Une application immédiate de ce formalisme est I'expression de la torsion et de la courbure, les
deux tenseurs qui caractérisent une connexion. La torsion, avec ses deux indices antisymétriques
peut étre interprétée comme une forme bilinéaire T,.* dont les arguments sont des vecteurs. La
courbure, antisymétrique dans ses deux derniers indices peut étre interprétée comme une forme
bilinéaire R%,v, valorisée par des tenseurs (1, 1).

Equations de structure de Maurer-Cartan

Usant de notre droit de supprimer des index, sur des formes différentielles, nous pouvons écrire
les relations définissant ces tenseurs par :

T = de® + s A (3.137)

et
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B =dws + ™, Aw . (3.138)

Elles sont appelées les équations de structure de Maurer-Cartan. Elles sont équivalentes aux
définitions habituelles, faisons ensemble I'exercice de le montrer pour la torsion, vous pourrez
compléter de votre coté pour la courbure. Nous avons :

A A g
T:'w = &g T:'w ;
hys ‘ i c c I ‘ &
= £y '.ﬂ'--jlrj"'l-IJ _"--jll-""uj +|:iﬂ"r11-'1“u'l - l'-ri-'uj.h" .-1J|| (3139)
3 1-.'\ ST A

(AR E) MEL 1

Ce qui est juste la définition que nous avons donné. Ici nous avons utilisé (3.131), I'expression
pour les I,y en termes de tétrades et de connexion de spin. Nous pouvons aussi exprimer que
ces tenseurs satisfont aux identités :

dre + l'-ri-"u.'_. A T".l s R-‘JI‘J A F'I" (3140)
et
dB +w, ARG - R Au =1 (3,141

La premiére est la généralisation de R? s = 0, tandis que la seconde est I'identité de Bianchi
VirIRPquv = 0. (Quelquefois, les deux équations sont appelées I'identité de Bianchi).

Dérivée extérieure covariante

La forme de ces expressions nous pousse irrésistiblement a la tentation de définir une "dérivée
extérieure covariante”, qui agit sur une forme linéaire a valorisation tensorielle en prenant la
dérivée extérieure classique et qui ajoute les termes appropriés de connexion de spin, pour
chaque index latin. Bien que nous ne le fassions pas ici, céder a cette tentation serait fondé, et, en
fait, le membre de droite de (3.137) et les membres de gauche de (3.140) et (3.141) peuvent étre
interprétées justement comme des dérivées extérieures covariantes. Mais soyons prudents,
comme (3.138) ne le peut pas, vous ne pouvez pas prendre une quelconque dérivée covariante
d'une connexion de spin, car ce n'est pas tenseur..

Puisque nos équations sont vraies pour des connexions génerales, regardons ce que nous
obtenons pour une connexion de Christoffel. La contrainte d'absence de torsion se traduit par
I'annulation de (3.137), Ceci ne conduit pas immédiatement a une conclusion simple sur les
coefficients de la connexion de spin. La compatibilité métrique s'exprime par la nullité de la
dérivée covariante de la métrique : V g = 0. Nous voyons a quoi cela conduit quand nous
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exprimons la métrique dans la base orthonormée, ou ses composantes sont simplement nan:

Trj"'.i'-u B f-:'il pffah — "-":u- allch — "-":u- b

—Lfynh — Wb - (3.142)

Poser ceci égal a zéro implique :

Lipab = —Lighg - (3143)

Alors, la compatibilité métrique implique I'antisymétrie de la connexion de spin dans ses indices
latins (rappelons qu'une telle condition n'a un sens que si les deux index sont soit hauts soit bas
ensembles). Ces deux conditions ensemble nous permettent d'exprimer la connexion de spin en
termes de tétrades. 1l y a une formule explicite pour cela, mais en pratique, le plus simple c'est de
résoudre la condition de torsion nulle.

w Ag = —de (3.144)

1

Et en utilisant I'antisymétrie de la connexion de spin, de trouver les composantes individuelles.

Comparaison des connexions et de la courbure en géométrie de Riemann avec
celle des théories de jauge en physique des particules

Nous avons maintenant le formalisme nous permettant de comparer les connexions et la courbure
en géométrie de Riemann avec celle des théories de jauge en physique des particules. C'est une
digression, compréhensible par tous, mais non essentielle dans le cours de RG.

Dans ce cas, les champs qui nous intéressent sont décrits dans des espaces vectoriels définis en
chaque point de l'espace-temps. D'une part, en géométrie de Riemann, les espaces vectoriels
incluent les espaces tangents, cotangents et des espaces tensoriels d'ordre supérieur construits a
partir d'eux. D'autre part, dans les théories de jauge nous nous intéressons aux espaces vectoriels
"internes”.

La différence est que les espaces tangents et ses associés sont intimement associés a la variété et
sont naturellement définis quand la variété I'est, alors que les espaces internes peuvent étre de
n'importe quelle dimension et sont ajoutés indépendamment de la variété.

Fibré
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En jargon mathématique, I'union de la variété de base et d'espaces vectoriels internes (définis en
chaque point) s'appelle un fibré, et chaque copie d'un espace vectoriel est appelé la fibre (en
accord avec notre définition du fibré tangent).

A coOté de la variéte de base, (pour nous I'espace-temps) et les fibres, I'élément important dans la
définition d'un fibré est la "structure de groupe", un groupe de Lie qui s'applique sur les fibres
pour décrire comment elles sont assemblées et réunifiées sur leurs recouvrements.

Sans rentrer dans les détails, le groupe de structure pour le fibré tangent dans un espace-temps a
quatre dimensions, est GL (4, R), le groupe de matrices 4 x 4 inversibles, et si nous avons une
métrique Lorentzienne il peut se réduire au groupe de Lorentz SO(3, 1).

Considérons un espace vectoriel tridimensionnel et combinons les fibres avec les rotations
classiques, la structure de groupe de ce nouveau fibré est alors SO(3).

Un champ supporté par ce fibré peut étre noté ®* (x*), ol A vaut de un a trois, c'est un vecteur
tridimensionnel (interne et non référencé a I'espace-temps) en chaque point de la variété. Nous
pouvons choisir librement la base dans les fibres, ce qui signifie que les grandeurs physiques
doivent étre conservées sous des transformations locales

SO(3) comme décrit ci-dessous :

Ar_ AT gy AY r oy A x
o () = ¢ () = OF 2[z" )" (") , (3.145)

Ou O”a(x*) est une matrice de SO(3) qui dépend de I'espace-temps.

Transformations de jauge, théories de jauge.

De telles transformations sont appelées transformations de jauge, et les théories invariantes par
elles sont appelées " théories de jauge."

Il n'est pas difficile, pour la plus grande partie, d'arranger les choses pour que les grandeurs
physigues soient conservées par des transformations de jauge. La seule difficulté concerne la
dérivée partielle 0.®”. Car, comme la matrice O*a(x*) dépend de I'espace-temps, elle va
introduire un terme indésirable lors de dérivation partielle. Nous savons comment y remédier,
introduire une connexion pour corriger le terme non désiré résultant de la loi de transformation.

Nous définirons donc la connexion sur le fibré comme un objet A.”s, & deux index de groupe et
un index pour l'espace-temps. Elle se transforme comme une forme monolinéaire par une
transformation générale de coordonnées, alors que par une transformation de jauge elle se
transforme comme

A Vg = 0" 0584 25 — 0p°0.0%- . (3.146)

(Attention, nos conventions sont drastiquement differentes de celles utilisees en physique des
particules, et cela pose probléme d'interprétation)
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Dérivée covariante de jauge

Avec cette loi de transformation, la "dérivée covariante de jauge "

D, = 3,0+ A, gdP (3.147)

Transforme "tensoriellement™ par des transformations de jauge, ce que vous étes invités a
vérifier. (En électromagnétisme, la connexion est simplement le potentiel vecteur conventionnel,
aucun index n'est nécessaire car le groupe de structure est U(1)).

Il apparait clairement que la notion de connexion sur un fibré interne est trés étroitement reliée a
la connexion sur le fibré tangent, particuliérement dans la description du référentiel orthonormé
que nous avons discuté. La loi de transformation (3.146), par exemple est exactement la méme
que la loi de transformation (3.134) pour la connexion de spin. Nous pouvons aussi définir une
courbure ou un tenseur "intensité de champ™ qui est une forme bilinéaire,

F'g = dA"s + A% A A5, o

En correspondance exacte avec (3.138). Nous pouvons transporter parallelement les objets le
long de chemins, et il existe un équivalent au propagateur parallele, la trace de la matrice obtenue
par le transport paralléle d'un vecteur le long d'une boucle est appelée une " boucle de Wilson".

Nous pourrions poursuivre notre examen des relations entre les fibrés tangents et les fibrés de
vecteurs internes, mais le temps nous est compté et nous avons d'autres chats a fouetter.

Des différences subsistent

A contrario, pour finir, insistons sur la différence fondamentale entre les deux constructions. La
différence réside dans le fait que le fibré tangent est intimement lié a la variété qui le supporte,
alors que les autres fibrés sont "rajoutés™ a posteriori.

Cela a un sens de dire qu'un vecteur de I'espace tangent au point p "pointe le long d'un chemin"
passant par p, cela n'en n'a pas pour un fibré interne de vecteurs. 1l n'existe pas d'équivalent a une
base de coordonnées pour un espace interne, les dérivées partielles le long des courbes n'existent
pas pour des vecteurs internes. Il s'ensuit que les tétrades qui relient les bases orthonormées aux
bases de coordonnées, également n'ont pas leur place dans ce monde interne. Le tenseur de
torsion, en particulier, n'est défini que pour une connexion dans le fibré tangent et n'a aucun sens
pour une connexion d'une théorie de jauge, étant la représentation d'une dérivée extérieure
covariante d'une tétrade, objet qui n'existe pas dans un fibré interne.

Ceci nous aura permis quand méme d'apprécier les relations entre les différents usages de la
notion de connexion, sans pour autant se laisser égarer.
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